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VORWORT. 

ALs F. Klein im Wintersemester 1895/96 eine zweisfcundige Yor- 
lesmig ^;,ûber den Kreisel" hielt^ unternaliui er es in erster Linie^ die nament- 
lich in Eiigland verbreitete unmittelbarere Auffassimg der mechaniscben 
Problème gegenliber der abatrakteren Farbnng der deiitsclien Scliule 
zu botonen^ aiulererseits die namentlicli in Dentscliland ausgebîldeten 
Metlioden der Kiemannsclien Funktionentlieorie fur die Meclianik fruclit- 
bar zu maclien. Die Berûcksicbtigung der Anwendungen und der pliysi- 
kalischen Wirkliclikeit wurde damais zwar in einzelnen Beispielen an- 
gedeutet und lebhaft gefordert, aber nocli nicbt in voUem Umfange 
durcligefûhrt. 

In der ans der Feder von A. Sommerfeld stammenden umfâng- 
lichen Drucklegung ûberwog inebr und niebr das Interesse der An- 
wendungen, besonders nacli dessen Ubernalime eines Lehramtes in der 
technisclien Mecbanik iind spater in der Pliysik. Der auf dièse Weise 
liinzutretende Stoiï astronomiscben, geophysikaliscben und teclinisclien 
Inlialtes hatte aber gegenûber dem Plane der ursprûngliclien Vorlesung 
mit Notwendigkeit eine Anderung des mathematischen Standpunktes 
im Gefolge. W'âhrend die in den ersten Heften vorbereiteten Nâhe- 
rungsmetlioden (Méthode der kleinen Scb.wingungen, Behandlung der 
pseudoregulllren Priicession) und namentlichi die anscliaulicbe Pormu- 
lierung der meclianisclien Prinzipien mittels des ImpulsbegriflFes den 
Anwendungen aufserst konform waren^ erwiesen sich die weitergebenden 
funktionentheoretiscben Metlioden, die genaue Darstellung der Bewegung 
durch eUiptische Puaktionen etc., weiterliin als entbehrlicli. So wurden 
z. B. die Parameter a, fi, y, à\ bzw. die mit ihnen verwandten Quater- 
nionengrofsen, deren geometrisclie Bedeutung im ersten, deren analy- 
tische Wichtigkeit im zweiten Hefte mit besonderem Nacbdruck beraus- 
gearbeitet war, in dem dritten und vierten Hefte faUen gelassen, nattlr- 
lich in voiler Ûbereinstimmung mit Klein selbst, dessen Interessen 
sich ebenfalls mehr und mehr den Anwendungen zugewandt hatten. 
Insbesondere kommt das vierte Heft bel der Darstellung der tech- 
nischen Kreiselprobleme mit dem aUereinfachsten und elementarsten 
Gesetz der Kreiselwirkung aus, welches unmittelbar ans der Impuls- 
auffassung der Dynamik starrer Korper fliefst und zu Beginn dièses 
Heftes noch einmal kurz abgeleitet wird. 

Wir wollen nicht leugnen, dais unserer Arbeit auf dièse Weise 
im Lauf der fiinfzehn Jahre, die zwischen dem ersten Plan und dem 
nunmehrigen Abschlufs des Bûches verflossen sind, mit der Einheit der 
Zeit auch die Einheitlichkeit von Stoff und Darstellungsart verloren 
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gegangen ist, dafs wir in Beziig iiuf die allo'eiiî(M'îu\ son;, nnalytisclio 
Meclianik frillier, nameiiHicli in den Aiizei,i4'('îi zii Ih^l'i, I uihI I!, îuajiclirs 
Yersprochen habeii, was spater niM g(dia!i(Mî. wird, d;?!':; wir jindcmr- 
seits manchen mathematisclieu Seitenweg tH!ii4-(^S(dilaL;vii hilnni, (Un- mis 
Yorûbero-eliend von unserem Ifauptziel ablenkio: dcin lunikM^m \'er-. 
stândiiis des dynamisclien Problcms. Muge (b'e \'irls(M'iigkrii cb's In- 
haltes und die Mannigfaltigkeit der angesclibigtMieii lni.errss('ngcbirie 
als Ersatz angeselien werden fur die îuang(diîd(^ Svst(MH:iiik und Zi<d- 
siclierheit der Darstellung. 

Wenn wir von neuem den gesamt(4i Htoiï zu disponicrm ii-lUiMi^ 
so wûrden v^ir walirsclieinliclx die eigentlicbc* Mccliîmik (b^s Krristds 
einscliliefslich ihrer Anvrendimgen auf ein<ini vitd kbdnc^ren Ivauni da,r- 
stellen, unter Besclineidung der analytisdien S<'iicns(dir)(slîno-t^, wcdcdie 
sicli so gern von dem Stamni der Meebîinik abzwcM'gt'u. Aïit <H('S(^r 
Darstellung wûrden wir uns an das grofse Tublikuni nHrr nai,ur\viss<Mi- 
schaftlichen oder technisclien Interesseiitcn dev Kndsidllu'oru^ \M'\ul(^n. 
Die analytischen Spezialausfûlirmigen^ die wir stdion wc^n-rn ibrer 
besonderen Schonheit gewifs nicht uiiterdriickL wi^seii niticblt'ii, vvîinb^n 
wir in einer anderen Darstellung iiur <bvni rng^'reii ni;jUu'inal{s<ditii 
Kreise vorlegen. Was endlich die bledurfuisse des ganz unmaf b<Mna,iis(du»n 
Lesers^ also die schwierige Frage natdi d(^r î)of)uliin*n Krkb'Irung (h^s 
Kreiselphânomens betri£ft, so bnben wir bicrzu im zw^dini Ib-fi cjnt^ 
eingehend begrûndete kritische Stolhuig genonuncn und zu Aniang (b\s 
vierten Heftes noclinials deu zwar etwas buig(Mi, ahrr, wii» uns sciudnt 
allein gangbaren Weg gekennzeicluiot;, der vou d(ui allgoîuciucn Inipids 
sâtzen der Djnamik des starren Korpens aungcbt. Die iuipuLssiiizt» wird 
man entweder systematisch ans der Punkiinccbaiiik bcraus (Mitwickchi 
oder gegebenenfalls nur diirch Expérimente (^-liluieru, uiit Hic w<M'{(u-biri 
axiomatisch zu postulieren; auf Grand dieser Siitze bissen h\v\\ daîm 
aile die zum Teil paradoxen Tliatsacheu dor Kndsclibcorit^ als wobi 
definierte Nâherungsaussagen qualitativ verstoben uiul in ibn-in (ù'Iliig- 
keitsbereiche obne Unklarlieit unigrerizcn. 

^ Der Kreisel ist vor allen anderen m(>c.bauis(dî(^n Vori'icbiung«^n 
geeignet, den Sinn fur wirkliche Mecbanik zu wtudcen. Mfjgr Pi-*^in 
der Darstellung unseres Bûches diesem Zweck in crbriliiom MafC iVunwn 
und sich dadurch auch in Zukunft des ebrenvolleii Bc^'nanienK wiirdig 
erweisen, den ilini scLon Sir John îlerscbel b(dlegi.(\ des Naniens 
eines philosophical instrument! 

Grôttingeu und Milncben, im April VJliK 

F. KLEIN. A. HOMMKIIM^ÎLI). 



Kapitel IX. 

TediHische AiwendiMigen. 

§ 1. Die wiclitigste Formel der Kreiseltlieorieo Allgemeines iiber die 
Stabilieriiîig durcli Kreiselwirkuîigeii. 

Dais dielses Schlufsheft iinseres Werkes so spât erscheint^ kônnen 
wir im Interesse der Saclie nicht bedauern. Sind docli die teclmisclieîi 
Anwendungeîi; um die es sich hier hauptsachlicli handelt^ erst in den 
letzten zelm Jalireii, also wahrend des Driicks dièses Buclies^ entstanden; 
wir erinnern an die Sclineilbahnen^ an den SchitFskreisel mid den 
Kreiselkompafs. 

Bei ilirer Erklarung l)ew*âb.rt sicli nun in "besonderem Mai'se das 
unserer ganzen Darstellung frûher zu Grrunde gelegte mechaniseiie 
Prinzip: die Voranstellung des Impulsbegriffes. Wir gelangen von 
hier ans unmittelbar zu derjenigen Formel, anf der die Théorie fast 
aller technisclien Anwendungen beruht. 

Da wir wûnscben^ dafs die Entwickelungen dièses Kapitels aucii 
ohne eingehendes Studium der vorangehenden Kapitel verstândlich sind 
und sich womoglicb aucli in den Handen des Ingénieurs als fruchtbar 
erweisen mocliten^ sclieint es angeniessen, die zu ibrer Begrûndung 
dienenden Formeln und Begriffe hier in Kûrze znsammenzustellen. 

J)er Impuis (genauer gesagt „das Impulsmoment^^) war das Moment 
der Eewcgung-sgrolse der einzelnen Massenteile des rotierenden starren 
KôrperS; bezogen anf den festen Punkt desselben. Haben wir es 
mit einem schneli rotierenden Schwungring oder Radsatze zu thun^ 
so iiberwiegt die Rotation um die Symmetrieaxe (,,Figurenaxe") so 
sehr ûber die dem Korper („Kreisel") sonst etwa erteilten Drehnngen^ 
dais die Ebene jenes Momentes merklich senkrecht zur Figurenaxe 
steht, merklich in die ^^Âquatorebene des Kreisels" f'âILt. Der Impuls- 
vektor, welcher senkrecht auf jener Ebene errichtet wird^ fallt dann 
merklich in die Figurenaxe. Seine nach dieser Axe genommene 
Komponente, gegen die also die anderen Komponenten meist rernach- 

Klci n -Somme rfeld, Kroisclbcwcgang. 49 
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lâssigt werden kormen, nennen wir den .^EigeiiinipiiLs^"'' K Es isi das- 
jemge Antriebsmomerit G;DraU"), das wir beiiii Anhissoii des Kreisols 
dnrch eine Sclinur auf ilin ûbertragen, das beini Schiflskî-eist^l dureh 
den Turbinenantrieb oder bei den Eiseiibabnrildern durcli dw Zu^-kraft 
der Lokomotive unterlialten wird« 

Der frûberen Bevorzugung des Ulirzeigersiîines und des I.inks- 
Schrauben-Koordinatensystems (vgl z. B. Fig. :> uni' pnii;. IH) cnispridit 
es, dafs wir den Impulsvektor nach derjeiiîgeîi Stnte ziehen, von d^- auB 
die Kotation um die Figureiiaxe, die ^^Eigc^urotniioiî^^, ini lihrztM'ger- 
sinne dreht. 

Die Einfahrung des Impulses liefert mai die Mr»gliflikeit, <lie 
Grrnndgesetze der Dynamik des Kreisek ebenso (Miifach inul fast. nnt 
denselben jWorten zn formnlieren wie die Dyiianiik d(\s eiiizelîien 
Massenpnnktes: Der Icrdftefreie Kreisel leivegl sich so, (ùifs sein Inipuls 
nach EicMung und Grofse im Ilaimi liOnsiunt Mdbi (entKpreehend dm\ 
Gralileiscben Trâgbeitsgesetz des einzeliieii Wnsseiipunkies). Und: 
JJnier dem Einflufs àufserer Eniffe heivegl sirh der ivrr/.sv/ iUrari, dafs 
die Ândenmgsgesdiwindigl'eit des Im^ndsrekiors nach liivhtiuuj und (frii/se 
gleich ist dem (ebenfalls durch eixien Vt^ktor dargest«dli(nî) .Momod der 
àufseren Kràfte in lemg auf den St'id^pufiM [des Kndsrls. (Newfon- 
scbes Beschlennigungsgesetz *) fiir don Massc^nfJiuikf-.) 

I ï)i(^ wiehiio'sie Formel der 
Kreiselth(K)rie. Wir beir:irlii(Mi eiiH»n 
Scbwungringj der niii dimi Kigeîiinipuls N 
(gleicb Tragheitsïneiiieiii. um die Figureii- 
axe mal Winkelgeseiiwindigkfii uni dieKelb(^ 
.^ Axe) begabi isi, uiui denken sein*' Figun^n- 
axe etwa iji herizont^der {iUgv { Kig. lUV). 
Wir drelieii dièse Axe mn die Veriikjile 
durchO, obne die (in'Hse des Kigeiumpulses 
zubeoinl1ids(4uJ)rebwiiîkeIi/\ Drehgeseinviii-. 
digkeit dip/dt), Welcbes Moment ist bierzii (^-forderliidi? 

Die Antwort liefert unser Im]mlssatz: In der YahI di besehreibfc 
der Endpnnkt des Vektors N den Wi^g NdH^ m der lIcH-i/.oniaJebeno 
senkrecbt znr Figurenaxe. Seine Gesebwindigk(ît isi aJso 

^ di 
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*) Dièse Bezeichnung ist eigeiitlich 



« o^..«.*«.. iik'hi liistoriKch trni, Nawt(»ii Hiinclit 

in eeiner Lez secunda nicht tou der BoHcl,leuniKu„K, H,m,lcru von .l.-r Â.Hl.runff 
der quantitas raotas", d. h. der Mpnkilndenn.g, wi. .•il„.rl„u.,,t, a.-r l„„,ul«l„.«rifr 
auch m den Newtonschen Prinzipien voran stcht, 
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Dies ist zugleicli das anfsere Moment M^ welckes wir aafzuwenden 
habeB, um dièse Impuls'ànderung zu veranlassen. Es wirkt um die zur 
Pigurenaxe OF und Vertikalen OV senkrechte Axe OK, die wir wie 
frûlier die ^^Knotenlinie'' nennen. Der Sinn des Momentes ist ans der 
Figur ersiclitlicli: Stellen wir 5K durch einen Vektor dar, so ist dieser 
der Impulsgeschwindigkeit gleichgericktet, weist also in der Figur nack 
vorn. Dem entsprickt ein Drekpfeil^ welcker die Halbaxe OK ioi 
tllirzeigersiiine umgiebt. 

Diesem Momente 3Ji eiitgegengesetzt ist die Kreiselwirlcung, d. h. die- 
jenige Trâgkeitswirkung des rotierenden Schwungringes, die wir fort- 
gesetzt zu liber windeii kaben, wenn wir ikn in der gescMlderten Weise 
bewegen. Wir nennen sie K nnd kaben 

(I) ^=^4I- 

Der Sinn der Kreiselwirknng ist demjenigen von Sïlj somit dem Ukr- 
zeigersinne entgegengesetzt. 

Die Kreiselwirhimg hesteht also darin, dafs sicli die Axe des 
ScJiwungringes aiifzimclden und mit der Axe der Mnsulwmmenden 
BreJiimg in gleiclisinnigen Faraïlelismus 0îi set^en strett, derart, dafs der 
JDrehsinn der Eigenrotation mit demjenigen der hin^uhommenden Drehung 
liber einstimmen loilrde. Die Grofse dièses Bestrébens ivird durch (I) ge- 
messen und durch das àufsere Moment W im GleicJigewicht gehalten. 

Zu erwaknen ist nock, dafs zwar nickt zur Unterkaltung, aber zur 
Einleitung der Drekung um die Vertikale ein Impuis um dièse Axe 
von der Grofse Adijjjdt erforderlick ist {A == Tragkeitsmoment des 
Kreisels um eine 'âquatoriale Axe). Der Gesamtimpuls des Kreisels 
bestekt daker aus der Kesultante des korizontalen Eigenimpulses N 
und dieser vertikalen Komponente. Indem wir die letztere vernack- 
lâssigten und bei der Anwendung unseres Impulssatzes den Gesamt- 
impuls mit dem Eigenimpuls identifizierten, begingen wir eine Unge- 
nauigkeit und setzten stiUsckweigend voraus^ daB die Drekgesckwindig- 
keit dipidt klein sei gegen die Eigenrotation. Dementspreckend entkâlt 
auck unsere Formel (I) eine Ungenauigkeit (vgL kiermit die strenge 
Formel (III)); die sie aber gerade fur die Anwendung auf die praktiscken 
Fâlle besonders geeignet mackt. 

IL Yerallgemeinerung dieser Formel. Wir denken uns wieder 
den Kreisel um die Vertikale gedrekt, wobei aber die Figurenaxe nickt 
die Horizontalebene bestreicken^ sondern unter dem beliebigen Winkel %' 
gegen die Vertikale geneigt sein soU. Der Eigenimpuls N besckreibt 
bei unverânderter Lange einen Kreiskegel und sein Endpunkt einen 

49* 
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Kreis Yom Radius JV sin ^ (vgi Fig- Hi). WiUuvinl ci.r Zeii .// Lst 
also der Weg des Impuls-Endpunktes N siii .?h/0 inul stMiu^ Ut^srhwin- 

digkelt JSf shi 'iy(U\'<it \ràrMA der Ivnoteu- 
Unie. Deiueiitspre(^h(Mid hrstimnii si(di UniBe 
imd Axe des iluCsen'îi Momenies 1H\ welches 
zur Unterhaltunii; der B('Wt^<riuiL!." nîîziilu'iiii^n^n 
■ ist; sowie (inifse luid Axe <ler K}-('isrhrirki(n(i 

(II) A'^- xsin ;^;^;\ 

mit welcher der Kn^sid sieh dn- Drtdiuuo' 
um die Vertikale wiiierseizi. Der Siiin der 
Kreiselwirlvuno* wird îuudi j'eizi ( vm;1- ^''^i^- 1 14) 
durch die Tendenz zum gleichsinnigen PanilleliHmus heselirielnMi. Aueh 
dièse Formel gilt nur mit Nalieruno- und neizi vonuis, dalH dit» Ein-en- 
rotation grofs sei gegen die hinziikonnueiule I)rtdiuii<j;. 

in. Der strenge Aiisdruck fiir die Trii^-heits w i rk u no- <h\s 
Kreisels. Obwohl von geringerer VVi(diiii>d<eii, ini'yifi^ uueh der îdl,i;'e 
meine und in Strenge gûltige Wert der 'rriiglHdi.Hwirkuu<»- ahnvhdiei 
werden, die sich ans der bisher betracliteien Kreistdwirkuni»* und eiiier 
hinzukommeuden Centrifugalwirkung ziiHaninHniset7,<4i wird, aider {ni- 
genden Voraussetznngen: Die Figureuaxi^ isi uni di^n Wiidiel î)- ^-egru 

die Veriikalc* î4*en(di(t : niu lei/dere 
iind(d; (due L^hdiduiiiilsitj^e Drehung 
(/i/'/r// Miaii; der linpuis wandind, da- 
bei oluie Andertinti; s(Mn<'r UrfiBe auf 
eiiKiïU Kreisket^id uni die \'eriikale. 
Das I^almelenieid. drs iinpiiln- 
Kudpuidvles / ( vud. Fit^. lîf)) isi 
n(ii}\ \vo /,' r/ <ler i^idius des 
V(m / besehri(d)eneu Kndses isi. 
IlieraUH bestiiuiiii sieh da,s jiuizu- 
weinb^nde Moineal )})l und <lie ihm 
entgeg(*n<i;esetzie l'raujheiiswirkutig A' 
wie oben. Ms konnni also }è<liglieh 
ani' di(* l>ere('JuHun4 di^.H Iiaiiius // an. 
Die \Vinkel«4-es(dnv iïidio-keit. dij'jdf 
trngen wir als Drtdipfeii in drr \'erti 
kalcui auf und zerlej^cMi d(*ns«dben, da 
die Vertikale keine Hauptaxe fur die MaHsenv(>rteilun.ic (l(\s Seliu 
ist, in zwei Komponenten nach der Â({naiondHUie niid din- "" 




Pig. IJf). 



sin '^ 



dt 



luid coH 'à 



iuigriug<'s 
h'iu'urenaxe: 
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Die zugehorigen Ânteile des Impulses werden durch Multiplikation mit 
deii bez. Trâgheitsmomenten gewoniien. Wird aiso das Tfâgheits- 
moment fiir eine Axe der Aquatorebene mit A bezeiclinet, so erliâlt 
man die zur Figurenaxe senkreclite Impulskomponente, welche bei 
der vorangelienden angenâherteii BetracMung gegen den Eigenimpuls 
vernachlâssigt wiirde^ gleicb 

0P = A sin»'-^- 

dt 

Macht man in der Figur OP==NI, fûgt also dièse zur Figurenaxe 
senkrechte Komponente zu dem Eigenimpuls N= OJVliinzu^ so erMllt man 
den Endpunkt des Impulsvektors I. Der fraglicbe Radius E ergiebt sicb 
uuU; wenn wir den Linienzug ONI auf die Riclitung 311 projizieren, zu 

B == ON sin ^ — iVJ ces -^ = iV^ sin .^ — A sin ^ cos d^ 4t • 
Sômit ist Huch die o;esucbte Tra^beitswirkuno; bekannt: 

lu 



(III) K=^Ii^^(N--A cos ^4f) sin ^^''' 



Das hier gefnudene Zusatzglied 



A sin ê' cos d' ( -|| j 



ist librigens ans der Théorie des einfachen sphiirischen Pendels bekannt, 
es ist die dort als Moment der Centrifugalkraft bezeichnete Wirkung. 
Verschwindet namlich der Eigenimpuls des Kreisels (N= 0), so schwingt 
der Kreisel wie ein spharisches Pendel mit dem Trilgheitsmoment A. 
Wir konnen mis dièses realisiert denken durch ein Fadenpendel von 
der Lange l und Masse ni^ so dafs 

mP = A. 
Hier ist nun die horizontal wirkende Centrifugalkraft 

und deren Moment um die Knotenlinie 

ml sin ^l^jj]^ cos O' == J. sin O- cos ^[^) , 

also gerade der obige Ausdruck. Auch das négative Vorzeichen unseres 
Zusatzgiiedes stimmt mit dieser Betrachtung tiberein, indem das Moment 
der Centrifugalkraft das Pendel von der Vertikalen zu entfernen strebt, 
also den umgekehrten Sinn hat^ wie das erste Glied in (III) und wie 
der Pfeil K in Fig. 115. 

Es ist aber zu bemerken, dais die Scheidung der Triigheitswirkung 
(III) in Kreiselwirkung und Centrifugalwirkung keine absolute ist, son-, 
dern davon abhângt, dafs wir die Figurenaxe bei der Berechnung des 
Impulses ausgezeichnet haben. 
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IV. Stabilierung durch Kreiselwirkuîii,n-!L F.iiie der aut- 
faUendsten iind bekanntesteii ¥olgenmii;m dt^r Kreisidihrorit^ ist die 
MôgliclLkeit, durch Aûbringung rotiennitier Wcdiwuiiirinassrn eiuen au 
sich instabilen oder neutralen Freiheits^i^rad zu Biabiiisien^u. I )as Hchenia 
dièses Verfabrens, fiir welcbes uns die Enh'itniiîii^^tni dicses Kapitels 
mehrfacbe Beispiele liefern werdeii, liUst sirh auf ilvnnd imst^ivriMuiiud (I) 
an einem Beispiel folgendermafsen dars{,eUen. 

Die Lage der Figurenaxe in der liorizoniahdx'nt' (vn'l. Fï^jr. lU))^ 
welcbe durcb den Winkel ip gemassen wird, isi un Hi<'h, d. h. hei niidit 

rotierendeni Scliwun<4rinti;t'j indillVr^ni: Km 
Drebmonieut ¥ lun die \'t>rfikali' ixnvirkt 
einen Aiisschlag 7/», tlt^r siidi iniiitdrt dt^s fur 
die Vertikale in Brirachi koninicndnn iiqua- 
torialen Tnlglieitsinoîncnies A ans {Un- Be- 
schleunigangsgleichuni( })estinHni 




r/" 



mg. 116. 



(IV a) ,..,,. ,. 

Ist aber der Scliwuiitjjriu,t( in U'oiation ver- 
setzt, so ist mil diost^ni Aussrhlai( t^jne 
Kreiselwirknng.A'" verhinuk^îi, wrleh** <lnreh(I) 
bestimuit ist. Wir sci/JCN rtiranSj dafs die 
Figurenaxe nicM mélir^ wie wir in 1. annahni(»n, /// der Ii<>ri,:(})ifalrl)('ne 
fesûgéhalten wird, sondern sorgen durch eiiie (jev'ujHcte AufliUiKiiouj daplr 
dafs sie ihrer Tendem zmi ParaUdiamm mil dry rfriikalni DrrhaM 
folgen lann. Sie wird dann ihre Neigung ^f g<\gen dit^ X't'riikab' V(^r- 
mindern, entsprecbend der BescblennignngHgleiehnng: 

Hierans ergiebt sich fur die Winkelgeschwindigkeit. drr llei>ung dor 

Figurenaxe 

(lYc) 






Torausgesetzt, dafs wirdas Azimutli i/- voii eiu.T Lago ans ziilil.'ii, in der 
d&/dt gleieh Null war. 

Nun -wurde aber die Fortsetzuug der Dndiung </;>;;// mii O/C (niio 
Verlagerung des Impulses N, und zw.ir nacli oIm-h erf.inicrn, ^n-rud.ï so 
gut wie iieJ)ieh.mgdxl,/dt um OV dm Verlagerung in dev Ilm-izontal- 
ebene. Es tritt daher abermals eiue Kreiselwirkmi.j; auF, und /.war uni 
die zu OK uûd OF Iseukrechfce Axe OV. Wirnennen dicsellie IC 
imd bestimmen sie wieder durch dio Formel (I) v.a 
(IV d) K'^N'''^- 

dt 
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Entsprecliend der Tendenz zum gleichsimiigeii Parallelismus wirkt sie 
im umgekehrten Sinne wie (Me ursprûngliclie Drehung ~~ ^ also in 
Fig. 116 entgegen dem Ulirzeigersiîiiie. Zu dem Drehmoment V gesellt 
sicli also das Gegemnomeiit K\ 

Die Bewegungsgleichimg (IV a) geht daher ûber in 

(IV e) ^ '^^ = V + X' = Y + N~- 

In den Gleicliungen (IVe) und (IV b) ist nun das Scliema der Stabi- 
lierung durch Kreiselwirkungen gegeben. Die G-leicbung (IVe) gebt 
nâmlicli bei Benutzung der Grleicbmig (IV c) liber in: 

(IV) ^.p.T-f ♦. 

Dièse Gleichung (IV) drîickt die Môgliclikeit einer stabilen Scbwin- 
gung in der Koordinate tp ans. 

Ist namlich der Eigenim^puls N Mnreichend grofs, so wird das G-egen- 
moment IC das ursprûnglicli ablenkende Moment V derart ûberwiegen, 
dafs wir bei qualitativen Fragen ¥ gegen K' vemacblâssigen kônnen, 
Dann ist die rechte Seite von (IV) negatir bei positiyem ip^ positir 
bei negatiyem. 

Die Schwumjringsaxe strebt also, gerade so wie ein stàbil auf- 
geliàngtes Fendel in ihre Anfangslage mrUcIc, eilt ilber dieseïbe hinaus, 
imi sicli ihr abennals ^u nàhern usf, Sie besiM „eine spemfisclie Wider- 
standsfàhigJceit gegen RicJikmgsànderungen^ eine Art ahsoluter Orientierung 
im jRaiimf^, wie es zum Scklufs des Kap. III biefs. 

Ans nnserer Ableitung dieser Stabilierungs - Môglicbkeit ergiebt 
sicb aber eine weitere Bedingung von prinzipieHer Bedeutung, an 
welcbe sie gebunden ist. Die Kreiselaxe mufs die Moglichkeit 
baben, in vertikaler Ricbtung auszuweicben-, es mufs die Drebung 
dd-fdt durcb die Anorduung des Scbwungringes wirklicb ermôglicbt 
werden. Bleibt die Kreiselaxe auf die Horizontalebene besclirânkt, so 
wird mit dd^/dt aucb unser stabilisierendes Gegenmoment jBT' gleicb 
NuU; und es tritt nur die Kreiselwirkung K auf, welcbe sicli als Druck 
gegen die die Bewegungsfreibeit des Kreisels bescbrânkende Fûbrung 
'âulsert. Der Kreisel mufs also seine voile Bewegungsfreibeit baben 
(zwei E'reibeitsgrade fur die Bewegung der Figurenaxe in borizontalem 
und verfcikalem Sinn, ein dritter Freibeitsgrad fiir die Drebung um die 
Figurenaxe), wenn er stabilisierend wirken soll. Wir sprecben daber 
das folgende Prinzip aus: 

Stahilierung ist nur moglich durch einen Kreisel von drei Freiheits- 
graden. Nimmt man dem Kreisel einen seiner Freïheitsgrade, so fallen 
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die durch diesen emugten Kreiselwirhim/eu fort, nnd rs isf srmr ..spe^i/isahe 
Widerstandsfàhighit gegen mMiirigsmlmwijni- dahin, Eni Km,d 
von mei Freiheitsgraden folgt daher ividcrsiumislo^ ilvu nuf ihn ivirken- 
den Impidsen. Erscluvert man mir ehir dn- I>nnyHNfisfh'ihriini ^ ohue 
sie gàndich auf0iAeben, so Uelbt rhw gnrisse lVidrrs((nidsfdIu)d^rii ^ve- 
rilcJc die dber Ideiner (msfàllt irie hri KnhiriHirdrhdtdtr !>rirrgn)His-' 

freiJieii 

Klemmen wir z. B. in Fig. 1^'5 dvn iiiïK'n^îi \l\nix iVsi, luAu^n al8() 
die Drehungsmôgliciikeit um die Axe HT auf, so liiTsi sich tlor St;a.b 
bei rotierender Scliwiiïigmasse verdn^hcii, wir wmn vv k(»inrn Kreisel 
enthielte. Die an deni Eing vvirkeiulcn Ivrakiionsknit'te Unsivn (hum 
die Umlagerung des Impulsvektors^ dW die Kiihnuio; <1(M" Kigunnuixe 
anf der vorgeschriebenen Balui ertordert. Arhciici aîid(»n»rseiis die 
Axe ST mit erlieWiclier Reibuiig in ihrtvu ijugrru, so wird das U<'g(^u» 
moment Z' erlieblich kleiner, als es der (îL ^IVi rîitsprii'ht, Dann 
wird nâmlich die disponible im])uisaiuleruug, dit' (iureh dir rt^eiiir S(nte 
der Gl. (IVd) gegeben ist, mir zum kleineu l\dl auf i^lrzcugung (hn- 
DrelLgescbwindigkeit dip/dt, zruu groisertii Tcilc auf ri»<^r\viîiduug der 
der Drelmng dd'/dt entgegenwirkendeu ludhimg verwaudt. 

Die Gleichungen (IV) siiul^ da sie auf lùiind der i''<>rnirl fl) ab- 
geleitet sind, mit einer Ungenauigkeii i>eliafir(, auf dit^ wii- sogl(»i<di 
zurûckkommen, und geiten imr fur eiii Zeitini<^rvali, iii (Unn die 
Pigurenaxe auf der Vertikalen aniiah(»riid s(M!kn»rlii sirhf. \'{>rerst. 
moge, unter Benutzung jener uiigeiiaueu Ui(d(duuigt'ïi, <dîie quaaiitaiive 
Folgerung gezogen werden. 

Nehmen wir z. B. das ableukende iMnnunii H' ais konstant. an, so 
râfst sich Gl. (IV) ohne weiteres allgtunein i!it(\iî;ri('reri und lioiVri 

machen wir tiberdies xj) und ^^1^^ gleieh Kull fîir / O, so wird /; 0, 
a^- AW/N', also 

(m t-Ç{i.^ •eoH;^/). 

Die Figurenaxe giébt ako dent Momcute ^Y clivas mteh, mid zivar im 
Mttel um den hei grofsem N Ideinm WinkH i^\^^ /!MrA'%- drr Ans- 
drelmgsioinM schwanld mmchen srincm aufdngUrhrn nVr/r o und dem 
maximden Werte 2xlj^^ periodinch hhi und hn\ 

Gleichzeitig hebt sich aber di(* Figurenaxe- na(di Ul. (IVn wird 
nâmlich: 
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also wenn zii Anfang # = %I2 war^ 

(IV g) ^ = _-^^+-^^_sin-^^. 

Biese Beivegimg ist Jceine rein periodisclie, sondern liât einen mit 
der Zeit fortsclireitenden, dwrch die ersten heiden Terme gegébenen Hatq^t- 
hestandteil, weleher von Idemenj durch den letden Terni dargestelUen 
ScJiîvanhmgen iïberlagert wird. Amplitude imd Zeitmafs dieser Scliwan- 
kungen stimmen mit denjenigen des Winkels ijj ilberein. 

Bei selir grofiem N werdeii beide Arten von Scliwankungen (âlin- 
licli wie die Nutationen bei der pseudoregulâren Prâcession (in Kap. V^ 
§ 2) unmerldich Idein^ und wird aucli die Hebnng der Kreiselaxe sehr 
langsam erfolgen. Nur in diesem Falle sind die Voraussetzungen 
unserer Reclmung bei der Anwendung der Formel (I) fur eine niclit 
zu lange Beobacbtungszeit t liinreichend genau erfallt. 

Wollen wir dagegen strenge verfaliren und die Hebung der Figuren- 
axe, wie sie in unserem letzten Beispiel zu Tage trat, berilcksichtigeny 
so haben wir die Kreiselwirkung K nicht ans der Gl (I), soudern ans 
(III) zu bestimoien-, ferner haben wir von der Kreiselwirkung K\ 
vvelche die zu OF und OK geraeinsanie Senkrechte zur Axe hat^ nur 
diejenige Komponente zu nebmen^ die um OV wirkt. Sodann aber 
bleibt aucb der Eigenimpuls N nicht konstant^ sondern wird, sobald 
die Figurenaxe nicht niehr senkrecht zur Vertikalen stebt;, durch das 
um die Vertikale wirkende Drehmoment Y seinerseits abgeandert. End- 
lich ist die Vertikale keine Hauptaxe der Massenverteilung mehr, so- 
bald die Aquatorebene des Kreisels nicht mehr durch die Vertikale 
geht; deshalb ist auch die Beschleunigungswirkung des Drehmomentes Y 
nicht mehr, wie in Gl. (IV a), durch Ad^f/dt^ gegeben, sondern muis 
nach dem allgemeinen Impulssatz und dem allgemeinen Zusammen- 
hange zwischen Impuis- und Drehungsvektor bestimmt werden. 

Die so sich ergebenden genauen Bewegungsgleichungen lassen sich 
zwar nach dem Schéma der Lagrangeschen Gleichungen hinschreiben, 
sind aber einer weiteren Intégration nicht zuganglich. Trotzdem kann 
ûber den Charakter der Erscheinungen allgemein kein Zweifel sein: 

Indem sich der Winkel ê- von 7t/2 bis verkleinert^ nimmt die 
Kreiselwirkimg K und die in Betracht kommende Komponente von If 
successive ab. Dementsprechend vermindert sich die Stabilitat des 
Kreisels gegen das ilufsere Moment V, bis dieselbe fur d- = voU- 
standig verschwunden ist. In diesem letzteren Grenzfalle^ wo der Eigen- 
impuls N in der Vertikalen liegt, findet ja bei einer Drehung i^ keine 
Verlagerung von N und daher auch keine Kreiselwirkung mehr statt. 
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Die Erfahrung an jedein Kreiseluiodt^l hesiilti-i d'u^sv Schlulsfnlnroruug 

voUstândig: 

Beifortgesekter Hehmr/ der FIgwrwur nue /oriw'svirjie Vermindmmg 
der StaUUm gegenuher einem uni die Vniikide irirhiidni Mnmnii V. 

ïïm das yorstebeiide mit deii Eniwickrluni,nMi der vnr;ul^,-t^hou«ieïl ilefte iu 
ZQsammenhang zu bringen, mogcn îoh^inuhi Riickvt'rwW,;ini-.'ii (li('u.Mi. 

Die grandlegeûden ImpulBsiitze slud in Kap. Il i? :• b.'Lrriuul.'t. 

Zul. Die Formel (I) wurdo z. B. Un der pnpuirirou lvnM,,rIlittor.if,ur p:ig. 311 
besprochen und subsumiert sich unter dt^ii all,i,^0!u*'iurn'n iî^'-rrilf des ^Heviatioiu- 
widerstandes bei der regularen PrilecHsion'^ Kap. ill, ^ «'.. !u deT Thai ist, die 
unter I betrachtefce Bewegung oiuo regulllre i'riu'r.ssinu uni tii,* \'rrtikal.' uuter 
dem Neio-ungswinkel '9'==^/2 und Formol (li unter dirsi^r î>f.iiii;,ninj.^ luul imior- 
balb der oben genannten Genauigkcitsgreiwe identiHch niif Hl <î) Mm pai^. 175^ 
Wegen der Regel des gleichsinnigeu TaralUd wuuh vi^k Kap. \'ni, pai^ 7:u. 

Zu IIl. Der Ausdruck (III) sfcimmt nirhi iiur am-tMt.Uu^rt iVir i^Tulnt'i; N', 
sondera genau mit der schon herau^ezo<,n^.uen iW. .1 tVir dvn lU'vi.iliiui.^widerHtaud 
von pag. 175 ûberein, indem iV":= (/(/i + r eus ;^. uït; dan ut^j^^ativc Vor/.eichen 
jener Gleicbung liaben wir gegenwîirtig uuttn-drîirkf, du, wir d«*n Smn der Kroi.scl- 
wirkung jetzt lieber in einer fur aile FilHe ^nllti,«jfoîi Winse dur<'h dir llr^^A vum 
gleicbsinnigen Parallelismus festgelogt habou. Aiich lu dru Lai(ran!.f(*Hch(m 
Gleichungen (pag. 154, Gri. (1)) ist uusénî Formel îll; euthalteu. rnsert* Kreisel- 
■wirkung K war ja ihrer Définition nacli (Md;p;'en;-euj^n»std7.t |.;leieh dem lluiaiTcii, um 
die Kaotenlinie wirkenden Moment G, da^ ztir l'uierhali.uu^j^ diu- r<'jL(ul;in'u Pril- 
cession erforderlich ist. Dakcr wird dî« -t)"- îvonipruieuir jViun' L:iL(rau^n*Hchea 
Grleichungen bei reguliirer PriicesHion (^^ etuni,': 

.^.^, die\ di\ 

dt r\f 
"Wegen des Aasdracks (6; von pag. 15n ini aber fur U- eoud.. : 

dT 

^ = J.sin^cos 0'i/j'*----C\/p' + C(H <{)•»//) Htïi î)'i// .1 fi)^ î^ ?>' ...V siiii îhî//, 

in ÎJbereinstimmung mit GL(ni) (bis auf dan dort nichi au«,-eHe!irî.>!H'no Vt,r/,.deium). 
Im allgemeinen Fall dagegen, wenn die Bcwe^nni<.( keiue rf^^tiKm» PriH-enaion 
iat, also das ilufsere Moment G nicht giirade der KreiH«dwirkuîi..< dïw UbdchK^ewicht 
îialt, haben wir: 

also lautet die Lagrangesche Gleichuïig tïir die îhdvompuïumte: 
A'd'" = {A coa a> f ' ~ iV) Hîn -iV* i|/ | (~) , 
d. i. ^^" = ~.7i:»|.e 
ûbereinstimmend mit GL (IV b) (boi der ïuir il:u auiH.n-o .Mom.Mii ain ver- 
schwindend angenommen war). 

ZuIV. Unser jetzigor Ausdruck ftlr dan (ît^-iuimomeut <itT KreiHehvirkiingcn 
m GL (lY) stimmt natûrlich mit der frûheren Gl. Ci) v»m pa-. 11^5 \m auf die 
Bezeichnungen nberein. 
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Lord Kelvin liât in seinen „Gyrostaten" solcke Vorricktungen realisiert, 
bei denen instabile Freiheitsgrade durch Kjreiselwirkungen stabiliert werden. 
Ein einfachstes Beispiel eines Gyrostaten ist in der „Natural PMlosopliy" I, 
Art. 845, 2. Aufl., pag. 397, sowie Enc. d. math. Wiss. Bd. lY, Art. 6 (Stackel) 
Nr. 43b, pag. 675 abgebildet. Die obige Théorie der Kreiselstabilierung giebt bei 
geringer Modifikation (das ïiufsere Moment wirkt an der -9'- statt an der ijj-Ko- 
ordinate und ist also nicht raumfest) auch die Théorie jenes einfachen Gyrostaten; 
dagegen ist der Gyrostat wesentlich verschieden von nnserem Beispiel hinsichtlich 
der Ausdauer der Stabilierung ; vgl. dazu § 10, Nr. 3 dièses Kapitels. 

Das oben betonte Prinzip der zwei und drei Freiheitsgrade ist von Lord 
Kelvin allgemein fur eine beliebige Anzahl von Freiheitsgraden ausgesprochen, 
und zwar bei Gelegenheit der Behandlung seiner Gyrostaten. Es besagt dann, 
dafs immer mir eine gerade Anzahl von làbilen Freiheitsgraden durck Tragheits- 
wirkungen cyklischer Bewegungen stabiliert werden kann, die man als verall- 
gemeinerte Kreiselwirkungen durch Système umlaufender Schwungrader verwirk- 
licht denken môge; dagegen ist die Zahl der von vornherein stabilen und 
auch weiterhin stabil bleibenden Freiheitsgrade beliebig. Analytisch zeigen sich 
dièse Wirkungen in dem Auftreten „gyroskopischer Terme", das siud Glieder in 
den Bewegungsgleichungeu der nicht - cyklischen Koordinaten, die aus den nicht- 
cyklischen Geschwindigkeiten und den cyklischen Impulsen zusammengesetzt sind. 
Vgl. Natural Philosophy, Art. 345Vilf. Einfachste Beispiele dieser Terme sind 
die im Text mit K und If bezeichneten Kreiselwirkungen. Wegen der genaueren 
analytischen Bauart der Terme vgl. den Schlufs von § 4. Eine intéressante 
Anwendung des Kelvinschen Satzes wird bei der Besprechung der Einschienen- 
bahn (§ 10, Nr. 3) seinen Sinn deutlicher niachen. 

Eine eingeliende mathematische IJntersuchung des Stabilierungsproblems 
auf Grund der strengen Lagrangeschen Gleichungen ware sehr dankenswert. Es 
handelt sich dabei einfach um die Frages Wie verhillt sich der Kreisel, wenn auf 
ihn ein (z. B. konstantes) Moment um eine raumfeste Axe wirkt? Das Yerhalten 
des Kreisels unter Einwirkung eines Momentes um eine im Kreisel feste Axe ist 
mittels der Eulerschen Gleichungen leicht zu behandeln (vgl. das ahnliche Problem 
im vorigen Kap. von pag. 728 und 726), Beim klassischen Problem des schweren 
Kreisels handelt es sich um ein Moment, dessen Drehpfeil weder raumfest noch 
Jcreiselfest ist, vielmehr auf der raumfesten Vertikalen und der kreiselfesten Figuren- 
axe senkrecht steht. In der Fragestellung — aber leider nicht in der mathe- 
matischen Durchfûhrung — ist das in Rede stehende Stabilierangsproblem min- 
destens cbenso einfach und anziehend wie das klassische Kreiselproblem. 

§ 2. Kreiselwirkungea im Eisenbalmbetriebe. 

Unter den teclmischen Anwendungen der Kreiseltheorie sind die- 
jenigen vielleiclit die einfachsten; die die Wirkung sclmell umlaufender 
Riider bei Fahrzeugen betreffen. 

Wir betracliten einen EisenbabnzAiçT und fassen eine einzelne Axe 
desselben ins Auge. 3f sei diejenige Masse des Wagens (oder der 
Lokomotive), die unsere Axe zu tragen liât, ihre eigene Masse ein- 
gerechnet, Mg also der Axendruck, mit dem der Radsatz auf bori- 
zontaler Strecke im ganzen gegen die Scbienen geprefst wird. Das 
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Trâgheitsmonient des Raclsatzes iim seine Miltellinie In^ifse (.'• wir ver- 
stelien imter r deii Radius der liiuler, von der MïlMlune bis zur 
Laufflache gereclinet (^^Laiifkreishalbniesser'' ), uni! setzen 
(1) C^-^mr; 

'alsdann heiist m bekanntlicli die aiif den Uniiano' der ïiïuUn' rednzierte 
Masse des Radsatzes. Ist v die Faliro-eseliwindi<j:k(M*i (l«'s Zuovs, so wird 
die Winkelgeschwindigkeit der Riider r-r und der hupnls derseihen 

Den Radsatz kônnen wir als einen „syniine{,riseh(*n Kreisel" bezeielmen- 
die Mittellinie des Radsatzes eutsprielit der iMi»'urenax<^ dt^s Kreisels. 
Sobald dièse durch irgendweldie Unisirnuli^ :ius ihnM- ftieliluno- al> 
gelenkt wird, entstehen Kr(^iselwirkuno-en. 

a") In erster Linie betnichten wir den l'\'ill, dais eine AhltMikutur 
durch dieKriimmuDg des Geleises liervoro-fM-ulen wird. Wm dtn- uhlicheu 
Ûberhohung der anfseren Schiene in dvr Kurve selu^ji wir /.uni'Hdisl, dc^ 
Einfachheit balber ab. li sei der Krinntnuiio-sradius di^s tudcises in der 
Kurve. Die Drehgescliwindigkeit in der Kurve IhmBi^ r/^w// und he- 
reclinet sicb aus Ji und der Kahro;es(*h\vin(ii^'keif, r /,u 

m ":. ■ ;,: ■ 

Der Radsatz ffllirt in der Kurve zu n'h'ielu'r Zeit zwtd l)ndiuni>*en 
aus, eiumal eiue Drebung uni seine Miiie!linit\ seine „Kiij;-<'!idre]iun<'''^ 
andrerseits die „hinzukommende" Drehuni»' ' '' uni cine vt-rtikale Axe 
durcb den augenblickliclieii Krtlnininnn'sniiMcipunkf dt^r dundifalirenen 
Kurve. Da v^ir indessen von der Vorwiii-isbewen;uîin' di^s Zun;es bci der 
Berecbnung der Kreiselwirknno-(ii absehen kruinen und bMli(^Hi«di die 

Drebniin-en des lutdsaizcs uin ï^inimi 

ScbwerpunkI, zu hcdraeblen brau'*hen, 

so onlnen wir der hiîr/aikonuïienden 

Drehunij^ nh Axe lielxu' die Veriikale 

(lundi di^nSidiwerpunktdrs liadsa,izeszu. 

!n Kio'. 117 Hin<l du^ Inddi^u Axen OV 

(Ax(^ <ier hin'zuk()nn!i<^n<bMi 1 )n'bunij!;' '|| 

und OF (Axe der Hiu'endrf^bung -■ 

Fi^nirena-xe des Knds(ds Mil.t«dlinie 

(k'S Iuidsîiiz<'S) niarki<Mi. Die Kahrt- 

richtungdesZuges steht zu beiden Axen senkretdii und isf. in der Fi^nir von 

dem Bescbauer fortweisend gedaebt, so dafs di(^ Ki-^ndnduui- uni die 

nacli redits gezeickiete Axe OF im Uhrzeio-(U'sinne eriol-i. Dei- .Mitt^^b 
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punkt der Kurve moge redits you der Fahrtriclitnng liegen, so dafs die 
Drehung ^^- ^^^^ ^ben geselien im Uhrzeigersinne stattfindet. In der 
Figur markieren wir die 7ai OV und OF senkreclite Axe OK, die 
j,Kiiotenliîiie"^ welclie mit der Pahrtrichtung abgesehen vom Sinne ûber- 
einstimmt. Dies ist zngleich die Axe der Kreiselwirkiiog, welche nach 
der Regel vom gleiclisinnigen Parallelismiis (vgl. den vorigen Para- 
graplien) den liaclsatz um die dem Krûmmmigsmittelpunkt der Kurve 
abgekehrte, ëu/'sere (in der Figur Unlce) Schiene aufzukippen strebt. 
Dièse Kreiselwirkmig K steilt uns den Inbegriff der fur uns in BetracM 
kommenden Traglieitswirkungen des rotierenden Radsatzes dar. Ihre 
GrroBe bestimmt sicli durcli die Formel (I) des vorigen Faragraplien zu 

dt 
oder wegen der Grl. (2) und (3) dièses Faragraplien zu*) 

(4) K^mv^l.. 

Bezeicluien wir die Spurweite der Schienen mit s und setzen 

K^PSj so bedeutet P denjenigen Betrag^ um welclien die aufsere 

Scbiene darch die KreiseLwirkung belastet, die innere . 

Schiene entlastet wird (vo"]. Fio-. 118). Das Paar der i T' 

' ' '^ , ^. -,, j, 

Krilfte P wird iiatiirlicli durch die Schienen aufoenommen, Z^J-lZH^zfc 

iodem der Gegendruck der auiseren Schiene um den Be- ^ ( 

trag Q, = P vergroisert, der der innereji Schiene um den j,^^ -^^g 

gleichen Betrag ermillsigt wird — beides gegentlber dem- 

jenigen Gegendj-uclv^ der sich als Reaktion gegen das Gewicht des 

Fahrzeugs ergiebt. 

Da,s Krrifte])aîir Qs der Schienenwirkungen ist nichts anderes als 
das iiuisere Moment iî)Jt\ von dem im vorigen Paragraphen die Rede war, 
und dessen Ikîtrag nach unserem allgemeinen Inipulssatze gleich der 
Anderungsgeschwindigkeit des Impulses ist (vgl. Fig. 117, wo dièse 
Ànderung angedeutet ist). Wiihrend die Kreiselwirkung ^eine fingierte 
oder Tragheitswirkung ist, haben wir dièses Moment 3)î der Schienen- 
reaktion als die ])liysikaliscli existierende, durch die thatsilchliche Fûhrung 
des Radsatzes in den Schienen realisierte Wirkung anzusehen. 

Was die im vorigen Paragraphen hervorgehobene Ungenauigkeit 
unserer Formel fur die Kreiselwirkung betrifft, so iiberzeugen wir uns 
leicht, dais dièse bei den Verhaltnissen des Eisenbahnbetriebes nicht 
in Betracht kommt. Sie bestand darin, dais der Impuis der liinzu- 

=") Wir linden dicae Formel z. B. in dem anregenden kleinen Bucli vou 
Worthington: Dynamîca of rotation, an elementary introduction to rigid 
dynamics, 5. Aufl., London 1904, pag. 157, Example (1). 
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kommenden Drehung gegen den Eigeiiiiiipuls veniachliissigt wurde. Nun 
verhâlt sich die hinzukommende Dreligeschwinciigkeii r // zu dm- Eigen- 
rotation v/'r wie der Radradiiis ziun Kadius der Kurv<-, vou diesem Ver- 
kâltnis imtersckeidet sich das Verhriltïiis der 7Mi^iûwri<Xi^n Inipnlskoni- 
ponenten nur durcli den Faktor des Verhiiltnisses di^r TriiglHnisinomenfce 
um die Vertikale imd die Figiirenaxe. Die l^errchtiguun- /ai der frag- 
lichen Vernaclilâssigimg ist also aiiîser Zweiiel. 

Es entsteM mm die Frage, ob unsere Kn^isehvirkuni^ iri^^endwie 
praWisck in Betracht kommt. Wir iintinTicliioii uns dariiher ani besteii, 
wennwirsiemit àern Moment iler (hilrifwjitlhmft vtn-^-hMchrn, wt^cliB beim 
DurcMahren der Kurve auftritt mid im Misenbaluibt'trit'be ibre bekamite 
wicMige Rolle spielt. 

Zunâchst sehen wir, dafs die Kreiselwirkiiiin' deni Siniie uach mit 
der Centrifngalwirkiingûberemstimmt; demi aucb di(^ ^V'ati-ii'ugalwirkung 
ist bestrebt, denWagen uni die ilulkvn^ Bcbieiir (b^- Kurv»» unizukipixm. 
BuYcli die Kreisehvirhmg wird also die dH/scrc Mucnc i)i r/^/r/- Kurve 
noch mehr helastet, die innere noch mvhr indlasld^ aïs es dnrvh die Cndri- 
fugalkraft allein geschiehi Na,mentlicb der b^iziert^ Um.si.and ist os, der 
aus Sicherheitsgrunden unerw tins dit ist. 

Die Grôfse der Centrifiigalkraft ist in imst^rcn (d)i<j^('!i Ib^zciiduiuiigeîi 
Mv^/B] sie greift, koimen wir sagen, ini Scbweriuuikic drs auf iinsere 
Axe entfallenden Ziigteiles an iind lieieri^ weiui // dit' !lrdi«' diases 
SclLwerpunktes liber der Scbieneiioberkautt^ ist, das Kippmonient 

il, 

Dièses ist also nicht mir in tb^r Iviebtuiig, Bondcrn aindi in seiniT 
Abhângigkeit von Falirgescbwindigkeit und i^abiikrfannning mit dem 
Moment der Kreiselwirkimg gleicbgcbaui. 

Mit Riicksiclit aiif GL (4) folgt*): 

^^^ Il -^ M h ' 

Beide Faktoren der recbten Seit(i sind ('cbte F>n"udi('. Dmm en ist 
die Gesamtmasse des betrachteten Zugttdli^s grîHser als ilic irirldiche 
Masse des Radsatzes, und dièse ist wied(T nocli otwas (^rtHscîr aJs die 

*) Ygl. Merzu F. Kotter: Die KroiHolwirkimf,^ der Radcrpaan' \m Tei^é- 
mâfsiger Bewegung des Wagens in kreiaforiaigt^n Halmen. Sit'/.unKHlxT. d Hrrlincr 
Matkem. Gesellscliaft, III. JahrgaBg, li)04, pai^. 3g, wo auch t'iîic KkûchnuirBigo 
Ûberhôiiung der a^ufseren Scbiene beruckaichtigt winl. Das (lurcli iiiiHcn^ ill (5) 
gegebene Verkâltnis der Kreiselwirkiiîig /AirCcntriiugahvirkung (imitei lUm- Kr>tter 
als eine verhâltmsmafsige Vergrôfserung des IlebelarMU'H «ba* (kniirifiigalwirkimg, 
nâmlicli als eine sckeiiibare Erbohung der Scbwerpunktsbigf (kn Wag^^nn. 
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redmierte Masse des Radsatzes (d. h. diejeiiige Masse, die auf dem Um- 
fange der R'âder angebraclit, dasselbe Trâgheitsmoment um die Mittel- 
linie ergeben wûrde wie die wirklicbe Masse des Radsatzes). Ferner 
liegt der Scbwerpiinkt des Radsatzes in der Hôbe r ûber den Schienen, 
also der Gesamtscbwerpunkt des Zngteiles jedenfalls hôber als r. Mit- 
hiîi ist sicberlich K < H. 

Relativ am grofsten wird die Kreiselwirkung bei den elektriscli 
angetriebenen Babnen^ falls hier, wie in dem folgenden Beispiel^ der Motor 
direkt an dem Radsatze befestigt ist^ wodurcli das Trâgheitsmoment und 
die reduzierte Masse des Radsatzes verbâltnismâfsig grofs wird. Aufserdem 
kommt dann der Scliwerpunkt der Gesamtmasse yerbâltnismâfsig tief zu 
liegen^ so dafs die Centrifiigalwirkung gering wird. Die folgenden Angaben 
entsprechen einem von Siemens und Halske erbanten Schnellbalin- 
wagen^ der fiîr die Probefalirten der ^StudiengeseUscbaft fiir elektrische 
Scbnellbabnen''' auf der Strecke Marienfelde-Zossen^ Herbst 1903, benutzt 
worden ist.*) Die Abmessnngen waren: das auf die einzelne Axe ent- 
fallende Wagengewicbt rund 15 Tonnen-^^*), wirklicbes Gewicht eines 
angetriebenen Radsatzes 4 ïonnen, auf den Umfang reduziertes Gewiclit 
desselben etwa 1,5 Tonnen '^'•*"^'), Hôlie des Scbwerpunktes ûber Scbienen- 
oberkante *'^"^-) rund 1 m, Radradius 0,625 m. 

Wir haben biernach zu setzen m/Jf == 1,5/15 = 1/10, r/A = 0,625, 
mithin ergiebt sich 

5 = 0,0625 = 1. 
Das Gesamtmoment beim Durcbfahren einer Kurve wird dater 

H + K ^ Il {l + ^^ = Ifi&E, 

ist also unter den vorausgesetzten Umstanden um 67o bober wie das 
gewôhnlicb allein berûcksicbtigte Moment der Centrifugalkraft. Dièses 
Gesamtmoment wiichst wegen des Ausdruckes 'von H in bekannter 
Weise mit der Krùmmung und namentlicb mit der Fabrgescbwindigkeit^ 
wâbrend das Verhaltnis beider Anteile K und H von Krùmmung und 
Fahrtgescbwindigkeit unabbângig ist. 



*) Vgl. Elektrotecbn. Zeitschr. 1901, pag. 778 oder Zeitschr. d. Ver. deutscher 
Ing. 1904, pag. 940. Der auf der Axe befestigte Motor ist in spâteren Aus- 
fùhrimgen nicht beibehalten worden; vielmehr sorgt man jetzt fur moglichst gute 
Abfederung desselben. 

**) Das Gesamtgewicht des Wagens betragt 93400 kg; der Wagen bat zwei 
dreiaxige Drebgestelle mit je zwei aufseren Motoraxen und einer Laufaxe in der- 
Mitte. 

***) Nacb einer gefâlligen Mitteilung der erbauenden Firma. 
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h) Bekanntlich begegiiefc man dem schiidiicluMi Monieiiie (Ut (îen™ 
trifugalkraft dadurch, dais maii die iluCsore Sdiit'iie iîi oiner Kurve 
ûberhoht und aaf dièse Weise eiu eiit-geo'euwirkc^îules SclnviM-einoineiit 
ins Spiel briiigt. Wegeii der bislier bc^^rachicitMi Krristdwirkmiu- wiire 
dièse Ûberbohung, wie wir oben siibeii^ vuu riniov Pro/.tMii vm vcro'nHsenL 
Die notwendige Ûberbohmi.L>- bat mm aJx'i* îioch wtnlrrt* Koln-oii. 

Natûiiich rnufs die Ûberbobimg vor und hiuftM- dw Kiirvc » in deii 

soo\ tJbergangsbogen — stetig eini^'(deiio(; uiid in dit» luclii iiberbobte 
Strecke zunickgefiihrfc werdeii. Der luidsatz ix'liïult't sïch also beini 
Einlaufen und Auslaufen der Kiirve in eineni Zusiautit^ sit^iig 'zunehnuMuler 
oder abnehniender Scbiefstellung seimn- Axt». Krsitditlich iriii hierb(»i 
abermals eine (von der bisber botraiditt^ieii vcrsidiirdcno) KnMs<'l\virkung 
anf, welcbe nunmebr eiue miikale Axo hiûnnx wird. 

Wir kniiplrii an V\\î^. 1 lU an, «bndveii 
lULs cbcnso wi<* in Im^'. 117 das Krîlni- 
înun<>;vS<'entruni nn-bis von der l>abn und 
nelnnen daber a.n, <ia{s <li(' linkr (iiu{s<'r<'') 
Scbic'Hi^ lihcrbiibi isi. P>rini lUnTgang 
von. (bn* nirliiiilx^rbrdiimi zu drr t^rliobien 
Sircckc wird d<n' iuidsalz uni di<; Axe 
der l^'abri.ricbiunjj!; ini rbrztdiçtn'siuue 
gedrebi; (H(* l)rzîigli(du' j)r<din;t'Hcb\viu(Hg 
keit beilse -—• Durcb dièse wird (b»r Inquils X (b\s lîadsîîiz«\s nacb 
unten bin abgelenkt; das liierzu erforib^-licbr Dridnnonirni, isi, voui 
Halbstrabl OV beurteilt^ negativ. Dns rni<i;('o;<*u.u"(\s('iz{r Hn^unonuMit 
stellt den Widerstand des Radsai;z<\s <i,v<4'en dir Inipulsabb^idcung 
oder kurz ^ûn^ Iù'eis(kulrkim(f dar; dièse vvirki also uni OT ini Sinue 
des Ubrzeigers entsprecbend der Regel voni IiouioIoum'îi i'aralbdisnniK. 
Hierauf bezieht sicb der in Fig. 119 angebracbi(* IMeii A". Kiiliri der 
TJbergangsbogen iimgekehrt von ein(T iib(^rbr>bien krununen zu eiiier 
nicbtûberhobten geraden Stnudce, so kebrl. sicb (^rsicddlieh d«u' Siiui v(ni 
-f- und damit auch der Sinn der Kreiselwirkiinti: uni. 




Fig. lii>. 



si, \v!eder (bireb, 



Auch die Grofse unserer jetzigeu Kr(âs(d\virkung 
die Formel (I) des vorigen Paragraplien besUnuni zu 

(6) Z'==Ar^îf 

ai 
Um sie mit der vorber berecbneten (Jndst» von A vergleieben zu 
kônnen, baben wir zunllcbst die Winkekreschwindio-kint '^Z zu ))e- 
reclinen. h sei die Uberbobuug der ilulseren Helu(^n(i in (ier Kurve, 
Z die Lange des tbergangsbogens, also ///// die ffir Am gaiizen tlber- 
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gaiigsbogeîi als gleicliiii'âfsig vorausgesetzte Neigung des âufseren 
Scliienenstranges gegen die Horizontalebeiie oder der Anstieg desselben 
fur die Lange 1. Ist s wieder die Spurweite der Bahii^ so wird daher 
die Winkelânderung der Mittellinie des Radsatzes^ ebenfalls fur die 
L'âiigeneinlieit^ lijls, Da aber der Zug in der Zeiteinheit v L'ângen- 
einheiten zurûcldegt, so wird die genannte Winkelânderung pro Zeit- 
einlieit; d. li. die Winkelgescliwindigkeit ^ gleich 

h'v 

Ts ' 
Setzen wir noch fur N den Wert ans Gl (2) ein^ so liefert (6) 

(7) K'^mv'y"^- 

^ ^ l s 

Dièses Moment K' ist natiirlicli^ ebenso wie K^ um so grôfser, je 
grofser die Falirgeschwindigkeit ist, und hângt ûberdies von dem 
grofseren oder geringeren Anstieg der Schiene in dem Ûbergangsbogen 
ab. Der Vergleicb von Formel (7) und (4) zeigt nun, dafs 

Man beachte, dafs bei dem. Ûbergang von einer geraden zu einer 
kreisformig gekrummten Strecke der Krûmmungsradins R des Uber- 
gangsbogens von dem Anfangswerte oo stetig bis auf den Radius der 
definitiven Kreisbogenstrecke vermindert wird. Da die Kreiselwirkung K 
mit abnebmendem Kriimmungsradius zunimmt^ die Kreiselwirkung K' 
aber vom Kriimmungsradius unabhângig ist, so verstebt man, dafs zu 
Begiiin des LJl)ergangsboge.ns (iî sehr grofs) K' ûberwiegen muls. Wir 
fragen, ob dies aucli am Ende des Ubergangsbogens gilt, wo K seinen 
voUen Wert erreicbt bat, der fur das weitere Passieren der kreisformigen 
Kurve mafsgebend ist. 

Wir setzen diejenige scliilrfste Kriimmung voraus, die im Eisen- 
babnbetriebe noch mit voiler Schnellzugsgescbwindigkeit (lOOkm/Stunde) 
passiert werden darf, nâmlicb R = 900 m. Die Spurweite betrâgt 
durcbgeliends s = 1,435 m. Bei der Tracierung der Bahn wâhlt 
man die Lange des Ubergangsbogens so, dafs der Anstieg môglichst 
nicht mebr als 1 : 300 wird, d. h. man w'âhlt l nacK Moglichkeit 
= 300 II. Hiernach ergiebt Formel (4) 

Z" "~ 430 ' 

Es zeigt sich also, dafs leim Durchfahren eines Ubergangsbogens 
dauernd die Kreiselwirkung um die Vertilcale diejenige um die Fahrt- 
ricMung iibenviegt Ist der kreisfôrmige Teil der Kurve erreicbt, in 

Kloin-Soinmerfold, Kreiselbewegung. ôO 
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welcher kein Wechsel der ■Uberliolimig melir (Miitritt, so iTilIt luitilrlich 
die Wirkung K' fort, und bleibt K ulleiii ilbrig. 

In dem Bericht*) der bereits geiiaimten StiKiicno-t^st^lIscliutt fur 
elektrisclie SchnelLbalinen liber ibre Versuclislîihricîi Si^ptt^mbj^r^ No- 
veinberl903 finden wir in der Tbat eiiien Ilinwcis auf liie Wichtigkeit 
sanft geneigter tjbergangsbogen bei lir)lieren (u's'chwiiuligkeilc^i. Auf 
der Versucbsstrecke batte die starkste Kurve 20(H) m Krîhuniiuigsradius- 
die Ûberbôhung der âufseren Scbieiie von 80 mm war urspriuiiri^.ii .^^£ 
eine Strecke von 50 m, d. b. in einem Ansticg von 1:(U)(), ausg^^n-liehen. 
Indessen erwies sich dieser Anstieg fiir (ïescbwiu(li<i;k('ii(iî griHsi^r als 
160 km/Stunde zu steil: Bei der Einfakrt in die Kurve war du) einseitige 
Hebnng des Wagens deutlich als Stois m s])iiren, dcsHi^n nr(>bh(\staîid- 
teil also wobl in der Hanptsacbe auf Kreiseiwirkung zuriickzuiïibreu 
wâre. Als dagegen der Anstieg auf 1:1200 (niiiedrij^i war, V(m-~ 
schwanden die beobacbteten Stofse fast gauz. 

Es scbeint also, dafs im Gegensatz zu der urwpriinf^lich brinH'liteteu 
Kreiselwirkung E, deren unmittelbare praktis<ih(^ lîcdcutung gt^-iu^r jgt 
die Kreiselwirkung K' unerwiinschte l^'olgcïi hnlwn kann. Wir wollcn 
dater der Art und Weise, wie letztivre zu.stan(h* kominen, elwas njiher 
nacbgelien. 

Bekanntlich bat der Radsatz innerhalb (Ut Hcbimcu immor etwas 
Spielraum (10 bis 20 mm); er kann also der Krrisi'Iwirkung K\ die ibn 
um dieVertikale zu drehen strebt^ in bescbrilnkicn (in'uzt'n narbgehen, 
wobei allerdings die sebr starke lieibung zwiscben Iiad un<l Schicne 
entgegenwirkt. Man kann benierkcnj dalB die Iveihung im VVcHi^nt- 
lichen unabbangig von der GcHcbwindigkeit int, (ii(' Krriscdvvirkuug 
aber quadratiscb mit ibr anwacbst. ]^<'i zanuduiK^nder (u^scJrwindigkeit 
konnte also trotz der grofsen Eeibung die Kr<uschvirkuîi<4 A" in mm- 
Verdrebung um die Vertikale sicb iiuCsern. Jn cb^ni mit d(Mn Itadsatzo 
verbundenen Fabrzeug v^^ird dann ebenfalls eitN^Dndnuig um di(^ Veriikalo 
oder, v^ie man im Eisenbalmwesen isagt, ein Hrhl'niijrm h^^rvorgebraclit 
Wegen der federnden Verbindung z\vi.scb(m itadsatz und l<ahr/<Mig kann, 
zumal bei der Lokoniotive, mm «olebe Scblingerbcnvcgung cûnnial rin- 
geleitet einige Elongationen madien und (ladnrch ibrcrneifs auf dm 
Kadsatz zuruckwirken in einem Mafne, das naiiirlirh ui^'d(^r durcb die 
Scbienenreibung bestimmt wird. Gleicbviei durcb wrlcdie lirHarhen 
bervorgerufen, wird eine Ablenkung dcK Ka„(Lsaiz(^s um die Vertikale 
ebenso wie die ursprûnglicb betracbtete Ablenkung h(um DurcbtaJiren 
emer Kurve Kreiselwirkungen K hervorrufen, b<'Hlebend in (ineni Mo-^ 

*) Berlin 1904 bei S. Hermann, pag. U. 
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ment um die Fahrtriclitung. Die Grôfse des so entstehenden Momentes 
li'ângt Ton der Geschwiiidigkeit des Schlingerns ab. Die letztere wird 
aber jetzt erteblicb. bôher werden wie beim DurcMalireB einer Kurve, 
wo sic îiur vIM betrug. Es môge berYorgehoben werden, dafs die 
Drehgescbwindigkeit des Scblingerns gemildert werden kaim, wenn 
man dem Fahrzeug ein moglicbst grofses Tragbeitsmoment um die 
Veitikale giebt. 

c) Unsere Darstelinng bracbte es mit sicb^ dafs als prim'âre Ur- 
sacbe insères Momentes K' zun'âchst die absichtlicbe tJberbôbniio: einer 
Schiene in einem Ubergangsbogen angeseben warde. Es liegt aber auf 
der Hand, dais nnbeabsiebtigte Hobenunterscbiede der Scbienenfiibrimg 
und Unregelmâfsigkeiten am Radumfange in demselben Sinne nnd 
eventl. in erliohtem Mafse wirken werden. Wenn z. B. ein Rad an 
unserer Axe unnmd gelaufen ist, so macbt die Mittellinie der Axe 
bei jedem Umlanf eine kleine Senkung und daranffolgende Hebmig 
durcb. Bei der bierdurcb hervorgerufenen Kreiselwirknng K' kommt es 
nicbt anf die Grôfse der Senknng oder Hebung selbst^ sondern anf die 
Grôfse ibres Abfalles nnd Anstieges an: dièse wird aucb bei geringer 
Abweicbung des Rades von der Kreisform verbâltnismâfsig grofs sein^ 
da sich Abfall nnd Anstieg je auf der verhâltnism'âfsig kurzen Strecke 
eines Radumfanges wiederbolen. Auf dièse Weise konnen starke Mo- 
mente K' nnd schnelle Schlingerbewegungen, endlicb als Foige der- 
selben bedeutende Momente K und abwechselnd erhebiicbe Ent- 
lastungen der einen oder anderen Schiene eintreten. Ebenso wie Un- 
regelmâfsigkeiten im Radumfange wirken XJnregelmdfsiglceiten in der 
vertilcalen SchienenfuJirung^ sog. Greleisbuckel. In direkter Weise ferner 
wirken auf Momente X und damit auf Entlastung der einen und Be~ 
lastung der anderen Scbiene UnregelmàfsigTceiten in der Jiorizontalm 
Schienenfuhrung^ seitlicbe Ausbiegungen der Scbiene bin. Es ist dabei 
namentlicb zu betonen, dafs die borizontalen und vertikalen Unregel- 
mâfsigkeiten sicb gegenseitig bedingen und mit der Zeit verstârken 
konnen, 

Ein vertikaler Geleisbuckel z. B. bewirkt eine Heine Scblinger- 
bewegung des Radsatzes; dièse wûrde nacb dem Passieren des Buckels einen 
Druck des Radsatzes gegen eine der Scbienen zur Polge liaben, und zwar 
(bei gegebener Gescbwindigkeit und Massenverteilung des Fabrzeuges) 
immer gegen dieselbe Stelle der Scbiene. Allmâblicb wird sicb daber eine 
dem yertikalen Geleisbuckel entsprecbende horizontale Schienenausbiegung 
ausbilden. Gehen wir andererseits von einer borizontalen Unregel- 
mâfsigkeit aus^ so bewirkt dièse eine Mehrbelastung der einen Schiene, 
nâmlicb wenn die Krûmmung nacb aufsen konvex ist, eine Mehr- 

50* 
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belastung der unregelmâfsig gekmmmtGii Sàiime selhst, wemi die Ivriim- 
mung Bach innen konvex ist, eine MelirbeListuno' dcr andei'oii Sdiieiie. 
Wenn eine Mnreichende Anzalil von R-adslitzen inid YAh^oii dièse Stelle 
passiert hat, wird sicli die melirbelasteto Schiene alhnillilich durrho'el)()geu 
oder ausgeschliffen haben. Ein vertMler Gckishudrl n\:nujl (dso einen 
horimitalen und ein horimitaïcr einen vertikaloi: dir Kirischvirhmg 
arleitet daJier systemaMsch auf eine VerscldechfcnitKj dvr Strcdr hin. Ge- 
rade das Zusammenwirken von liorizontalen nud vertikalcn ntdeisbuckeln 
und die durch. die Schlingerbewegnng verinittelti^ Verkeituno; der Mo- 
mente K und K' kônnen fiir die Sicherheit des Bt^iriehes (^^(^fiUirlidi 
werden-, es wâre wobl wert, dièse zunachsfc rein thtH)retisehtMi M(>glicli- 
keiten an Hand der Erfahrung einmal nachzupriiieiï. 

Als erscbwerender Umstand kann ferner eine Art IiesoiNDizirirhing 
mitspielen, in allen denjenigen Fiiilen, wo di(î Knns(4wirkiuiL;'eiî (;/. B. 
bei unrunden Eâdern oder bei durcheinander btMliugi<^n Ilorizonlal- und 
Vertikalbuckeln) rhythmisch aufeinanderfoli»;eu und wo diest^r ivhyUumw 
liber einstimmt mit dem Rhytbmus der iVeieii S(diwinn^iui<j:(vn (lt\s le<lenul 
gelagerten Wagens."^') 

Wabrscheinlicli wird der Léser geneigt scmi, dieae SrhlulsFolgc^ 
rungen als tbeoretische Ubertreibungen zii tnnî){ind(Mi, wenn er sie 
mit seinen Erfabrmigen ûber die Jv*,nb(^ und Hicherhcdi eiu(\s gut al)- 
gefederten Eisenbabnwagens vergleiclit. ,lliergeg(ui isi zu b(*in(u-ken, dais 
nacL Formel (4) und (6), wolche niclit nur iïir regelnulCsigi^ Kurven 
und Uberbôhungen, sondern entsprechend ain^h liei (xehMsbuekeln gelten, 
aile Kreiséiwirkungen mit dem Quadrat der îùdirgescliwindlijkeit v za- 
nehmen. Mogen dièse Wirkungen daber miter g(nv()bulie!ien Uiustiinden 
kaum merklicb sein^ so erreicbt nian dureb gt^bfh'ige Sit^igerung der 
Fabrgescbwindigkeit eine Grenze, wo sie nnn-kiieh, und bei wtuterer 
Steigerimg eine Grenze, wo sie gefilliriicb Wf;nlen. Dièse (in^izen 
Kegen sogar gar niebt sehr boch^ eben weil mn^. Venbypptduiîg der Ge- 
schwindigkeit bereits eine Vervierfacbiuig (bu: Kreiselwirkuiig zur Folge 
bat. Thatsâcblicb wird von den Teilnebruern au iUm in B(n-Hn aus- 
gefiibrten Probescbnellfabrten bestiitigt, (hil's bei lUm unspriuiglieben, 
fur die Probefabrteii nicht besonders vorhereitetcMi Zustund cb^s (Jebùses 
scbon fur 150 km/Stunde Gescbwindigkoit (his (jlefiilil d(.T Sicberlieit 
in sein Gegenteil verwandelt wurde. I)i(3 ïm gewdbnli(dH^n Jkd;riebe 
als zulâssig festgesetzten Gescliwindigkeiten sind (Ami m I)(inies8eu, 
dafs bei ihn en die Unregelmafsigkeiteîi itn Znstandi^ der (icdeise und 

*) Man kônnte daran denken, die luei8elwirkinig«,^ji den HadHatzes dacbu-ch zu 
kompensieren, dafs man auf der gleicben Axe eine ScbwuiigmaHHt' anordiiet, die 
mit entgegengesetzt gleickem Impuis umliluffc. 
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der Râder sowie die Schwingungsbewegungen der Fahrzeuge noch 
keine schâdliclien Folgen haben. 

Wir verstehen dalier, dafs die ^Studiengesellscliaft fur elektrisclie 
Scliiiellbalinen^^, beyor sie zu den schliefslicli erreicbten Hôcbst- 
geschwindigkeiten von 200 bis 210 km/Stnnde liberging^ zmmclist eine 
Verstârkung des Oberbaiies vornalim und sorgsamste Ûberwacbung 
desselben veranlafste. Insbesondere sprictt Herr Wittfeld*) ans, dessen 
Verôffentlicbungen und gefalligen persônlicbenMitteilungen wir die un ter c) 
mitgeteîlten Gesicbtspunkte verdanken, dafs die Hôcbstgrenze der Fabr- 
gescbwindigkeit wesentlicb durcb den Oberbau und die Gleisfiibrung 
bestimmt wird. Unter den sonstigen Forderungen, die Herr Wittfeld 
an einen fiir Scbnellfabrten geeigneten elektriscben oder Danipfwageii 
stellt, beben wir bervor: 

Radsâtze von môglicbst geringem Trâgbeitsmoment C — zur Ver- 
minderung der Kreiselwirkungen K und j^'; 

Fabrzeuge von môglicbst grofsem Trâgbeitsmoment uni die vertikale 
Scbweraxe — zur Verminderung der eventuell durcb Kreiselwirkungen 
angeregten Scblingerbewegungen. 



Bei der Korrektur hatten wir Gelegenheit, einen Aufsatz von Herrn G. Brecht 
ûber „Schwerpimktslage und Kreiselwirkungen bei elektriscben Lokomotiven" im 
Manuskript einzusehen, welcher demnâcbst in der Zeitschrift fur elektrisclie Kraffc- 
betriebe und Babnen erscheint. Die allgemeinen Ûberlegungen entsprecben durch- 
ans dem Yorstebenden, werden aber durcb eingebende Zablenrechnungen an be- 
stimmten Lokomotivtypen belegt. Aus den Scblufsfolgerungen des Verf., die fur 
gewisse Bautypen auf eine praktische Bedeutungslosigkeit der Kreiselwirkungen 
binauslaufen, fûbren wir an: 

„Bei elektriscben Scbnellzugslokomotiven sind zweifellos gewisse, dem elek- 
triscben Antrieb teilweise eigentûmlicbe Kreiselwirkungen zu beacbten. Bei 
Lokomotiven mit Zabnradmotoren sind sie am geringsten, scbon wegen des ver- 
scbiedenen Drebsinns der umlaufenden Massen. Bei Axenmotoren sind sie unter 
sonst gleicben Verb'âltnissen grofser. . . ." 

„Die in Krûmmungen und Uberbôbungen auftretenden gleicbformigen Kreisel- 
wirkungen (vgl. oben unter a) und b)) iindem die senkrecbten und seitlicben 
Scbienendrûcke um bôcbstens 5 — 157^. Dièse Wirkungen spielen keine Rolle 
gegenûber anderen Einflûssen, insbesondere gegenûber der Fliebkraft und den un- 
vermeidlicben Stofswirkungen." 

„Etwas grôfsere Bedeutung baben bei der neueren Bauart elektriscber Loko- 
motiven die Wirkungen, die durcb die abgefederten umlaufenden Massen bervor- 
gerufen werden. Es liegt die Moglicbkeit vor, dafs durcb die Kreiselwirkung ein 
scblingerndes Fabrzeug ins Wanken gérât und umgekebrt (vgl. aben den Scbluf^ 
von b)). Dièse Erscbeinungen kônnen aber nur ausnahmsweise und nur bei Fabr- 



*) Vgl. den Vortrag desselben: Ûber Scbnellbabnen und elektriscbe Zug- 
fôrderung auf Hauptbabnen. Annalen fur Gewerbe und Bauwesen, berausgeg. 
von Glaser, Bd. 60, Heft 5, 1902, pag. ^Q. 
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geschwindigkeiten ûber 200 km/Std. in solclieiu Grade auftreten, dalH sie |)raktiscîi 
vonBelang sind; die Betriebssicheiiieit beointrilclitigen sie aucii dann uocli ïiichi,. 
Aufserdem wirken beiden Schwingimgen erbebliclie lioihuuo-swidtn-siiliub^ eîit<ir(^<reu, 
so dafs sie sicli gegenseitig schnell zum Yerlosclieii briii^M'ii. . . ^ 

, Die Verwendung von Axenmotoren hat ziir Folj^-e, da,ls die einzelncii Ivaiisiltze 
verhâltnismâfsig grofse Impulse erlialten. VVenii daher bei eiuer soh'hcn Loko- 
motive an einer besonders scblechten Stelle des Gleisey (\ir\. uben unter c)) die 
Axen schnell Mntereinander kurze DrehstolBe in ihron Henkrecliieu l<U)eiieu er- 
fahien, so kônnen dièse sehr wohl kraftige Drehimgeu <ier Axeu in wa^erechtem 
Sinne zux Folge haben; es liegt dann thatsiiehlicli die Mdfj^lichkeifc vor, (iafs das 
ganze Lokomotivuntergestell einen energischen Drehstofs <'rhiil{, der ntarkes 
Schlingern verursacht. . . . Ansgeschlossen ist en jedenfalls nieht, dalH l.eini Zu- 
sammentreffen verschiedener ungûnstiger Umstilnde und Ixd sehr Hehlo(dii<'r (Uein- 
lage Axen mit fest eingebauten Mofcorankern thatsilejdieh be<l(Mikliche Kreiaeî-- 
•wirkungen geben kônnen." 

§ 3. Der Geradlaufapparat der Torpédos. Wliitoliead- und HoweU- 

Torpedo. 

Ein Beispiel fur eine wolil durcbdacliit' iiu<l pnikiisch wirksame 
Kreiselstabilierung bildet der Geradlaufapparat. rte W f vit vlii^id Torpédos. 
Die eigenartige Widerstandsfahigkeit des Kreistds t»'e<(eîi lu(dihMi<>-s- 
ânderungen^ seine ,,absolute Orientierrmg iiii liaunî(i''y wi(* wir am 
Schlufs von Kap^III sagten, kommt hierbei voil zur Ui^liun^-. 

Um die Wirksamkeit des Geradlaiifappanites (iarzulei»-(»!ij wird es 
nôtig sein, etwas auszuholen und die allo-enHîiue Kiiirichi.ung oines 
Torpédos zu skizzieren. 

Der Whitehead-Torpedo hat ungctahr dici Form (ûner Zio;a,rre.^ i.sfc 
5 m laag und hat an der dicksten Stellc einen Durchineaner von df) cru 
(vgl. Fig. 120). Das Kopfstiick enthalt die Sprongladuuo' (SchieiKbauîu™ 



PropeUer Geradlauf- Mascluiien- Soliwimiukanuucr 
apparat raum 

Mg. 120. 



wolle) und den Zûnder. An dièses schlieret sicdi der Wiii(lki.'SHel 
(300 Liter Malt) an, welcher das ganze Mittelstiadc des l\)rp(Ml<)s mi^ 
nimmt; er ist mit PreBluft von 100 Atm. gefOlit und bildet <iie Quelh^ 
aller Arbeitsleistungen, die der Torpédo in seinem Lauf aiLszufiixm liât, 
betatigt also die Maschine, die die Gescluvindi-keit des Torpédos 
unterhalt, und legt die Steuerruder ans. Es iblgt die Selnvinunkamme.r, 
welche den Ttefempparat beherbergt, von dem wir so-l(Me,h spn^dum 
werden, dahmter hegt der Maschinenraum. Die Masidiiue hat dnd Zylinder, 
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ihre Leistung betragt etwa 60 Pferdestârken; die Prefsluft wird^ bevor 
sie in die Mascliine tritt, anf 30 Atm. liermitertransformierfc. Zwisclieîi 
dem MascMneriraum und dem Schwanzstiick befindet sich das Tunnel- 
stûck^ in dem die Wellen von der Mascbine nach den beiden Pro- 
peîlern bin verlaufen und an dessen Ende der uns vornebmlich inter- 
essierende G eradlauf apparat untergebracht ist. Die beiden bintereinander 
angeordneten Propeller laufen, zur Vermeidung von Drebmomenten, in 
entgegengesetztem S inné und machen etwa 1000 Unidrebungen in der 
Minute. Âufser den Propellern enth'âlt das Scbwanzstûck in seiner 
borizontalen Fiosse die Ruder fur den Tiefenapparat, in seiner verti- 
kalen Fiosse die fiir den Geradlaufapparat. 

Die grôfste Entfernung*), auf die ein Torpédo gescbossen wird^ 
betragt 600 m, die Gescbwindigkeit des Laufes etwa 15 m/sec. Die 
Scbûsse werden teils unter dem Wasser^ teils liber Wasser abgegeben. 
Der Schwerpunkt der Gesamtmasse des Torpédos liegt 1 cm tiefer als 
der Scbwerpunkt der verdrângten Wassermasse, woraus eine gewisse^ 
wenn aucb geringe Stabilitât gegen Krangungen folgt. 

Wir scbildern nun einerseits den Tiefenapparat, andererseits den 
Geradlaufapparat. 

Der Tiefenapparat bat den Zweck^ den Torpédo auf einer gegebenen, 
vor dem Scbuis einzustellenden Tiefe (3 bis 4 m unter dem Wasserspiegel) 
zu balten. Hierzu dient eine Platte mit Membran oder ein Kolben, der von 
der einen Seite lier mit dem Wasser in Berllbrung ist und gegen den sicb 
von der anderen Seite her eine Spiralfeder gegenlegt. Der Kolben ist im 
Gleicbgewicbt^ wenn Wasserdruck und Federkraft gleicb sind; die Feder 
ist so reguliert^ dafs dièses in der gewûnscbten Tiefe von 3 bis 4 m 
zutrifft. tJberscbreitet der Torpédo dièse Tiefe, so nimmt der Wasser- 
druck nacb dem bekannten bydrostatischen Gesetz zu; er ist nun stârker 
wie die Feder und drângt den Kolben zurûck. Unterscbreitet er dièse 
Tiefe, so ûberwiegt die Federkraft; der Kolben rûckt gegen das Wasser 
vor. Durch ein Stangenwerk und einen Schieber, der den Zutritt von 
Prefsluft zu den Steuern reguliert, ist der Kolben mit den genannten zwei 
Rudern in der Scbwanzflosse verbunden; beim Zurûckweicben des Kolbens 
werden die Ruder nach oben, beim Vordringen nach unten hin ausge- 
legt. Im ersten Falle wird daher durch den Druck des gegen die 
Ruder stromenden Wassers das Kopfende des Torpédos gehoben, im 
zweiten FaUe gesenkt. In beiden PalLen wird die Âbweichung gegen 
die eingestellte Tiefe solcher Weise korrigiert. Die Einrichtung des 

*) Dièse Angabe bezieht sicb. auf das Jahr 1900 (vgl. die Anm. am Schlufs 
des Paragraphen). Neuerdings wird eine erheblich grôfsere Schuiaweite (in der 
enfflischen Marine bis zu 5000 m) angestrebt. 
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Tiefenapparates bringt es mit sicli, dais die Alnxcichmu^ sogMr stets 
ûberkorrigiert wird, so dafs eine Abweicluing nach uiiteii von oiiier 
solclien nach oben gefolgt wird, doeli winl diircli tûne noch einxnis 
yorgesebene Pendelvorriclitung; die die Stouer wiedtn- zuriicklen-t, die 
tjberkorrektion abgeschwâcht. Im Ganzen wird sich aiso der l\)rpedo 
in einer flacben Wellenlinie um die vorgeschriebonc' TidV iK^ruinlxnvegea. 

Der Geradlaufapjparaf^) ist von deni osi;tH'rei(»his(du»ri IngiMueur 
Obry konstruiert und bat den Zweck, don n^tvraden Knrs di^s 'l'orpedos^ 
wie er durch. die Visierrichtung beim AbschicdHcn <i;(*ti;elH^îi îsi, fostzu- 
lialten. Seine Aufgabe ist melir, die Heitenîibw('icJiiinii;t^n von d(4u o-e- 
raden Kurse zu lemerlcen, wie sie aiifmihcbvn odcr rilchjiuhj'Kj :h mnchen. 
Die letztere Funktion fiillt der Preisliift zu^ die von dein Wintlkessel in 
feinen Kanâlen**) dnrcb. ein von dem Geradlaufappîirai gesi(Mieri(vs W^ntil- 
System ausstrômt und zwei miteinander lest vorbuudi^ne I{,u(l(-r auslegt^ 
die, wie erwâknt, ebenfalls in der Scliwanzflosse nnttu-gebniehi siud, bei 
Linksabweickung nacb rechts^ bei iiechtsabwfûeiiung naeii links. Der 
Greradlanfapparat hat gewissermafsen nur (h*(^- Innervation zu geben^ 
wâbrend die eigentlicke Arbeitsleistung — die Musk(dt.;lti<j;kei{, \\'u\ wir 
im Bilde des tieriscken Korpers sagen kr)nnttni - von (icr l*rerslvift 
des Windkessels verricktet wird. Wir nennen dii^so Ancu'dnung das 
Primip des indirelden Geradlaufes, woil der A|>|)arai, bierbcd nur aus- 
losend anf ein ergiebigeres Kraftreservoir wirkt unci di<^ erforderliehe 
Richtungsânderung des Torpédos durcli Verniittelung dièses b^tzic^ren 
erreicht wird. Das umgekelirte Frin^ip des dhrktvn (IcrddlnHj'cs w«n-(i('n 
wir bei dem Howell- Torpédo kennen lernen^ bei dem (i(n- Geradhiuf- 
apparat gleiclizeitig die Funktion d(vr Nervcvn und der Mnskeln ilber- 
nebmen solL Der indirekte Geradlauf ba,t den grolsett V orteil^ dafs er 
nur kleine Kraftwirknngen verlangt, die dureb einen Apparat von 
ma-fsiger Masse erzielt werden konnen, wjihrend (hr direkie (i(»radlanf 
eine VorricMung §rfordert, deren Massigk(nt einigc^rnialsen der zu be- 
wegenden Gesamtmasse des Torpédos pro[)ortioniert s(4n inuls. Der 
Obry-Apparat wiegt noch nicht 4 kg; die Ausfiibrung sennes Sebwung- 
ringes, der Lager nnd des Ventilsystems ist Priieisionsarlxdi, wie. sie 
nur bei einem Apparat von geringen Malsen nidglieli ist. 

Wir haben sckon oft auf die gyroskopiscben Ei^^enH<*bafii(ni des 
Ereisels, d. h. auf seine Pakigkeit, eine Ricbtungsrmderuïig zu l)eniorken, 
kingewiesen, z. B. bei Gelegenheit der Foucauit's(dieii Versuebe. Auf 
dieser Eigen schaft fufst natiirlicli aucb der Obry -Apparat. 

*) Mhere BeschxeibTing desaelben von Leutnant W. .1. Sears iu lOiunneorinis 
Vol. 66, 1898, p. 89. 

**) Der Dmck der Prerskft niramt liierbei auf etwa ï5 Aiin. al.. 
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Fig. 121. 



Die Gestalt des in ilim angeordneten Kreisels ist aus Fig. 121 er- 
sicttlicli: ein Sdiwungring im Cardanisclieii Gehânge; wie er ganz 
âknlicli aucli von Foucault yerwandt wurde. Der 
Scliwnngring liât 76 mm Durchmesser und wiegt 
800 gr. In der normalen Stellung f'âllt seine Drek- 
axe mit der L'ângsaxe des Torpédos zusammen. 
Er lâuft in einem inneren Ring, der um eine hori- 
zontale Axe drekbar ist, dieser in einem âulseren 
Ring, der um die Vertikale drehbar im Torpédo- 
kôrper gelagert ist. Der Schwungring sitzt auf einer | 
starken, nach den Enden hin koniscli auslaufenden 
Axe, die auf der einen Seite mit Zahnvertiefungen 
versetien ist. In letztere greift der gezâhnte 
Mantel einer Federtrommel ein, welche beim Ein- 
setzen des Torpédos in das Lancierrolir gespannt 
und beim Abscbiefsen entspannt wird. Eine selbst- 
thatige Reguliervorriclitung stellt vor dem Spannen 
den Kreiselapparat in seine normale Lage, d. b. den 
inneren Ring horizontal, den âufseren Ring quer zur Lângsaxe des 
Torpédos. Die dem Scliwungringe ûbertragene Gescbwindigkeit soll 
nacb Angabe des Konstrukteurs 9000 bis 10000 Umdrebungen pro 
Minute betragen. Die Richtung des erzeugten Impulsvektors ist zugleicb 
die Scbufsrichtung. *) 

Der Schwungring mufs âufserst sorgfâltig centriert sein, so dafs 
sein Scbwerpunkt genan in den Schnittpunkt der Drehaxe des 'âufseren 
und inneren Ringes f âllt. ISTur in diesem Falle bebâlt der Impulsvektor 
seine Richtung wâhrend des Laufes bei. Im anderen Falle wûrde, nach 
den Bewegungsgesetzen des schweren Kreisels, die Figurenaxe des 
Schwungringes successive abge'ândert werden und eine mehr oder minder 
regulâre Prâcession um die Vertikale beschreiben. Der Apparat wûrde 
dann eine Krûmmung der Torpedobahn bewirken, in derselben Weise, 
wie er bei centriertem Schwungrad die Bahn gerade richtet. 

Besonders zu Beginn der Laufbahn kônnen bedeutende Seitenab- 
weichungen von der geraden Schusfrichtung stattfinden, beim Verlassen 
des Lancierrohres, beim Aufschlagen aufs Wasser, beim Durchschneiden 
der Wellenkâmme, endHch wegen der besonders zu Anfang starken 
Thâtigkeit der Tiefenapparat-Ruder, die bei einem Krângen des Torpé- 
dos nicht nur auf Tiefe, sondern gleichzeitig etwas zur Seite steuern. 
Allé dièse Unregelm'àfsigkeiten, die die Treffsicherheit stark beeintrâch- 

*) Wie man den Geradiauf apparat den neuexdings erhôhten Anforderungen 
an die Schufsweite (vgl. pag. 783 Anm.) angepafst hat, ist nicM bekannt geworden 
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tigen wûrden, hat der Geradlaiifapparat aiiziizeii>x^n inid rïiit llulfe der 
Prefsluft und der Steuermder auszugleiclien. 

Letzteres geschieht einfach folgendenualseii: Wir dimkvn \im dea 
Torpédo aus seinem geraden Laiif, desseii Kiclituno; durcli dit* Schwiing» 
ringase in Fig. 121 angezeigt wird^ abgelenkt^ so dais drr l'orpodo- 
kôrper eine Drehung um die Verfcikale luisfiihrt. An di<\s('r Dreliung 
nimmt der mit dem Torpedokorper verbuiidene, in (Un- Fi<rnr aiin-edeutete 
Bugel teii, in welcliem der aulsere liiiig gelagi^rt. ist-, aher '^n'rhf (iivser 
Bing selbst, welclier durch die Kreiselwirkiuîg Ktabilîeri ist. I)rr l\)r> 
pedokôrper verdrelit sicL also bei einer Seiteuabieîdvuiitj; rohiiiv <^^egon 
diesen Ring. An dem Ringe ist ein lu der V\<j;nY nuiri^donM.i^r Stift 
befestigt. Um diesen greift mit et\va,s Spiclnuuu nuï landcu Scùtou 
eine Grabel Lerum, die aiif dem cyliiidriscdu'ii Ventilschiebcr aulaitzt. 
Der Schieber ist in einer Biichse drehbar^ di(î lïiit (hnn Torpcdokiirper 
verbunden ist. Schieber sowohl wie Hiicbse sind mit iVimm Bolirungeu 
(Kanâlen fiir die Prelsluft) versebcn. Wimu uun di^r l\)rfMHi()kr)rper 
gegen den âufseren Ring drebt, stui'st die Uabtd gr<i;«'n d.('!i Stift; da 
der Stift nicbt nacligiebt^ wird die Ua,bel iiiid der uiit ihr verbuudene 
Schieber gegen die Schieberhùlse verdrebi. I)i(^ l^ohnmgcu, die ur- 
sprûnglich nicht aufeiuander paisten und tbu" Prerslufi ktiinen Zutritt 
zu der im hinteren Torpedoteile liegembni SteuerniascliiiK^ (b^s (ÛM-ad- 
laufapparats gestatteten^ scbliefsen sicb jeizL '/usaminen; di(^ Pn^rsbit't 
stromt durch die Kanale hindurch iind druckt^ je uacJub'ni (b^r Scbiebi^r 
im einen oder anderen Sinne verdrelit ist, aiil' (bV idiu^ «nb^r iindcre 
Seite des Xolbens der Steuermascbim^. Der Kolbea b^n-t mititvls einer 
Stange nnd Hebeliibertragung Seitenruder ans, uiid die Seii«'îiruder lenki^n 
den Torpédo wieder nach dem geraibiu Kurn znriiek, wie (>l)eii be- 
schrieben. 

Ahnlich wie bei dem Tiefenapparat wird aucb bier d'u^ Ab\vei(diung 
bestândig etwas ûberkorrigiert werden, da die IhnsieiK^ning cb-s Vi^ntil- 
schiebers und das Einziehen der Ruder erst (tribln-.ui hum, wtMin /. B. 
die Rechtsabweichung bereits in eine Linksabwidebung iihin'^i^.irmgm 
ist. Es wird daher die Horizontalprojidction (b^r 1\>r])(Mbd)a,hn ebciiiso 
wie die Vertikalprojektion eine Wellenliuie, (b'e mu (be geraib' llich- 
tung herumoscilliert. Da starke 8eitenabweicbuno-en wi(^ erwiiluit nur 
zu Anfang der Bahn auftreteu und die dureb (b^n (irradla^ulapparat 
selbst hervorgerufenen SeitenosciUationen kieiu <ret(<^u jeiKi ajifaiiglieben 
Ablenkungen sind, so wird die Amplitude dev W(dbmlinie ailnKlldieh 
abnehmen und die Bahn sich der geraden I{iebtung(b3r Vinii^dinie anpass^m. 
^^ Dafs der Geradlaufapparat von Obry .sicber funktieiiieri und prak- 
tisch brauchbar ist, wird am deutlichsten dadurcb b(nvb.seiL cb-Us 
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Torpedowesen fast aller Lânder eingefûlirt ist. Allerdings setzt seine 
Handhabung Sackkemitnis und Sorgfalt in der dem Gebraiich Yorber- 
gehenden Justierung voraus. 

Indem wir jetzt den Stabilierungsvorgang numerisch nâher ins 
Auge fassen^ baben wir uns auf die allgemeinen Âusfûhrungen in 
§ 1 unter IV zu bezieben. Hier wie dort bandelt es sicb darum^ 
dais ein scbnell rotierender Scbwungring von horizontaler Axe 
einem um die Vertikale wirkenden Moment scbeinbar nicht^ in Wirk- 
lichkeit nar sebr wenig nacbgiebt. Nur in einem Punkte werden wir 
das allgemeine Stabilierungsschema des § 1, um uns besser an die 
Wirklicbkeit anzuscbliefsen, abândern. Wir wollen nâmlicb unter A 
in 61. (IV b), (IVc) und (IVe) nicht mebr das aquatoriale Trâgbeits- 
moment des Scbwungringes aUein, sondern die Summe dièses und des 
Trâgbeitsmomentes des inneren Ringes um dessen Drebaxe (vgl. Fig. 121) 
versteben, da letzterer an der Hebung der Figurenaxe bei der Cardani- 
schen Anfhangung teilnimmt; ferner wollen wir in den Gleichungen 
(IVa) und (IV) linkerhand A ersetzen durcb </ und darunter die Summe 
der Trâgbeitsmo mente des Scbwungi'inges, des inneren und âufseren 
Ringes um die vertikale Drebaxe des letzteren (vgl. Fig. 121) zusammen- 
fassen, indem an den Anderungen des die Lage der Figurenaxe be- 
stimmenden Winkels -ip aucb der innere und âufsere Ring beteiligt 
sind. GL (IV) gebt damit ûber in 

und ibre Intégration liefert an Stelle von (IVf) und (IV g) unter den 
entsprecbenden Anfangsbedingungen : 
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fur den mittleren und den maximalen Ausdrehungswinkel ergiebt sicb 
daber wie friiber 

Um diesen Winkel giebt also im Mittel resp. im Maximum die Figuren- 
axe des Scbwungringes und mit ibr die Ebene des âufseren Ringes 
dem verdrebenden Momente ¥ anfangs nacb^ wâbrend sicb gleichzeitig 
die Ebene des inneren Ringes langsam bebt, wobei die Widerstands- 
fâbigkeit des âufseren Ringes successive geschwâcbt, der Ausdrebungs- 
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winkel aiso aUmâhlicli vergrolsert wird ïhis hwr als constant an- 
gesetene Moment V hat bei dem Torpédo eiuoii doppcltcMi llrspniBg: 
einmal ûbertrâgt sich bei einer Seitenablenkung dos Torpédos von dem 
Bugel der Fig. 121 auf das Lager des aurst^ren Ivinges, weun dieser 
wirklicli im Raume fest bleibt, eiii kleiiies Heibimgsnionieut, anderer- 
seits leistet der Ventilschieber^ weun er durcli deii iluisercMi iviîig be- 
wegt wird, einen kleinen Widerstarid, der an d(^ni Siifte der Fig 121 
anoreift und ebenfalls ein Moment iim die Drebaxe des iuilsereii liinges 
giebt. 

Bei der folgenden Zablenrecbnung haben wir auf <lie fn'ihm'ii An- 
gaben zuriickzugreifen. Die Zabi der Umdr(dum,i»-en pro Minute sollte 
10000 betragen; es ist also^ wenn co die Winkcdgeschwindigkeit in der 
Sekunde bedeutet: 

œ = —^^ " • 27t = l/H.) • l(>*(sec \). 

Wir dûrfen dièse Gescbwindigkeit liier als konsiant voraussetzen, 
obwobl sie in. Wirklichkeit natilrlicb durcli l{eil)ung in den Ijagrrn des 
Scbwungringes aUmâblicli gescbwilcbt wird. I)(>r Versuch zeigf, iulinlichy 
dafs der Schwungring bei den liier i;u Frage konunendeii Anlangsge- 
scbwindigkeiten etwa in 12 Miimten ansiilnft, wiUirend iU^r l\>rpe(Io- 
scbufs (s. n.) nur etwa 40 Sekandeu dauert. 

Die Masse des Scbwuugringes war 800 gr^ sein Ivadins 3S inrn. 
Wâre seine Masse ganz am aulseren llnjfjing v(M-i(dlt, so wilrdtî das 
Tr'âgheitsmoment um die Mittelliuie ini absoiulen cji^s-Sysieîn Ixdnigeii 

800.3,82=ll,().lO-'(grc.nr1; 

w'âre andrerseits die Masse gleiclilorniig auf einer Kreisseheibe an- 
geordnet, so bâtten wir als Tragbeitsnionient nur 

1800.3,8-- 5,8. KP(grcnr'j. 

Die wirklicbe Massenverteilung des Sclnvungringes ist so bes<dialîen, 
dafs sein Trâgbeitsmoment C kleiner als der erstg(^iiannt,e, griiler als 
der zweitgenannte Wert sein mufs. Wir nelnnen als mittlei-en W(irt 
etwa an 

0=8.H:P(grcîn'^> 

Fur den Impuis iV' ergiebt sicb soniit 

3^=(7o = 8,4.K/'(grcm-sec-0- 
Das Trâgheitsmoment des Schwungringes um eine 'zur Mittcdlinii^ des- 
selben senkrechte Axe wûrde C/2 sein, wenn die Masses lediglich in 
emer zur MitteUinie senkrecbten Ebene verteilt ware; in Wirklicbkeit 
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fâilt es etwas grofser aus. Bei dem Trâgheitsmoment A in iinseren 

Formein ist aufserdem das Tragheitsm ornent des inneren Rinces nm 

seine Dreliaxe mitgereclmet. Es ist also um so mehr J.>C/2; wir 

schâtzen etwa . r ^rv^i/ o^ 

J. = 5 . 10^ (gr cm^). 

Bei dem Tmglieitsmonient J um die Dreliaxe des âufseren Ringes 
kommt zn dem Trâglieitsmomeut des Scliwungringes das des inneren 
Ringes um die Vertikale, welctes im Allgemeinen grôfser ist wie das 
Trâgheitsmoment desselben um seine Dreliaxe ^ und aufserdem das des 
âufseren Ringes liinzu. Es wird also J> J.; wir nehmen 

e7=6a0^(grcni2). 

Endlicli ist noch das âufsere Drehmoment Y abzusclaâtzen. Bei 
der genauen Bauart des Apparates ist sowolil das ûbertragene Reibungs- 
moment im Lager des âufseren Ringes bei einer Drehung des Torpedo- 
kôrpers als auch der Widerstand des Ventilscliiebers am Stifte des 
âufseren Ringes klein. Wir gehen der Grôfsenordnung nacli niclit feH^ 
wenn wir beide zusammen liocbstens gleicli dem Momente Yon 1 gr 
Gewiclit an dem Hebelarme 1 cm ansetzen, also schreiben: 

^f = g = rund 10^ (gr cm^ sec~^). 

Hiernach berechnen wir auf Grund der soeben wiederholten Formein 
die folgenden Grôfsen: 

1. die mittlere Ablenkung des âufseren Ringes, zugleicb die Ampli- 
tude seiner Schwankung 

*» = ^ = 18;S|" = ^- 10-^ = 0.015", 

2. die Schwingungsdauer des âufseren Ringes, zugleich die des 
periodisclien Teils in der Bewegung des inneren Ringes 

T = 2 ^ î^ =2^ S:ï = 4,1 . 10 - ^ Sekunden; 

3. die reziproke mittlere Winkelgeschwindigkeit des inneren Ringes, 
d. b.. diejenige Zeit, in der sich die Neigung ^ des inneren Ringes um 
die Einheit des Winkels in Bogenmafs ândert: 



M-H! = 8,4 • 10'' Sekunden, 



mitHn diejenige Zeit, in der sich dieselbe Neigung um 1" beispiels- 
weise ândert: 

M^- = 147 Sekunden = 2% Minuten. 

57,3 ^^ 

Dièse Zahlen zeigen uns folgendes: 
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1. Die mittlere Ablenkung des iiulsert'îi Uim^e^ isf; tlKit.silclilieh 
durchaus unmerklicli; der aufsere lliiig ist durch die Kreisidwirkung 
vôllig stabiliert. 

2. Die Schwankimgen des ilufsereu Uiuixe^ mid nichi; mir wegen 
der Kleinheit ihrer Amplitude, sondern aiich wcc^'cii dvr îmlseronlcutlidien 
Kûrze ihrer Période unnierklicli. Dasselbe jj;iii. von dm iH^riodiscluvn 
Sckwankungen des inneren Kinges. 

3. Dagegen wiirde die gleichtonn igc înit-tierc Un^liiHii»- d(\s iimeren 
Ringes in einer nicht zu knrzeu Bc<)l>acht.ungs'zt'ii sich beiuerklicli 
maclien; immerhiïi tritt axicli dièse Bcwegiiiii»; Ind dm iïir tien ToriKulo- 
scbufs Terfûgbaren Zeiten nocli kaiini deutlich in dw HrsfhtMiiun*»;. Wir 
sagten, dafs ein Torpédo mit 15 iii/soc (î('S(»hwiîulio-luMi. liluft und dal's 
die grofste Scbufsweite 600 ni betragt. Dit' l)au{'r «les Hehussen wird 
also iLÔchstens 40 sec; far dièse Zoit lieiert unsere oblige luTbnuiig eiue 
Ablenkung des inneren Riuges uiu 

40 

also noct fast genau die urspriingliclie tiorniab^ Sic^lhnig des inneren 
Einges. Bei dieser geringen Abweicbung Ideibt die Wîtb'nslandsnibiij^keit 
der âufseren Ringes fast iingeschwjicbt, so dais die Anwenduntj^ unserer 
Nâherungsformeln, welche nacb v^ 1 iinher IV) hei irrrjjsenu! Ab- 
weicliungen versagen wurden, bier liereebt.it^i isi. Ms koiiunt liinzu^ 
dafs unsere obige Annahme eines zeiilirb koiislaïilen MouK^iies Y 
den wirklichen Verbâltnissen niclit (aitsprie.bi uiid den deiikbar un- 
gûnstigsten FaU darstellt. In WirklieJikeii \v(M-bs(dt (bis Moment ¥ 
wegen der Gegenwirkung der Steuerruder und (b's (hiraiis fol^-enden 
periodischen Cbarakters der Seitonal)Ie;nkun^^(»n wiibreini eïnes ScbiisHes 
mehrmals seinen Sinn; mit dem Wtoniente W kt^brt. sî<'b aher aueb der 
Drehungssinn des inneren Ringes uni; die WinkeblîHb'ruîi«^^ '& dvs inneren 
Ringes wird auf dièse Weise teilweise wieder riiek<i:iin<;'io' genjacbt; 
mitkin wird aueb der innere Ring am Ende des Seliusst^s noeb fast |i;enau 
dieselbeLage aufweisen wio in der nonualen Steilun*i: bi-iîu AbseiiieCsen. 
Man bemerke, dafs einen gewissivn, wenn aueb îiiiniîiudeu KinlUds 
auf dieWirksamkeit des G eradlauf apparat es aueb dit^ Tietena,bw(dcbuugen 
des Torpédos baben. Wenn der Torped()k(>rper sieh naeh untiMi oder 
oben neigt, so wird die Drebaxe des âufseren Itinges dabc^i niitgt^neîuinen 
und um denselben Winkel wie die Mitteliinie des 1\u-ped()kr,r|>ers ^^'gen 
die Vertikale gedrebt. Der innere Ring maebt iudessen dièse iNeigung 
in erster Nâherung nicht mit, da er in stiner Dndiaxe frei bewegbeb 
ist unddurcli die Kreiselwirkung des Scbwungrino•<^s in seiner ursprilng- 
liclien horizontalen Lage festgebalten wird: nur insofern aLs in dem 
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Lager des inneren Ringes durch die Neigung des âufseren Ringes ein 
ReibiiEgsmoment iibertragen wird, kommt eine minimale mittlere Ab- 
leiîkung des inneren Ringes nnd im Zusammenhange damit eine langsame 
Drehnng des âufseren ^Ringes zustande. Die RoRe des inneren und 
des âufseren Ringes kebrt sich. jetzt gegen die vorherige Betracbtung 
um, indem das primâre Reibungsmoment ¥ jetzt an der Axe des inneren 
Ringes wirkt. Eine merkliche Drehung des âufseren Ringes ergiebt 
sick aucli hieraus niclbit, da auch die Tiefenablenkungen periodisck 
wecliseln. Wir erwâlinen dièse eigenartige Verkoppelung der Drehungen 
des inneren und des âufseren Riuges oder der Tiefen- und Seitenab- 
lenkungen bauptsâcMich. im Hinblick auf den sogleich zu betrachtenden 
Boivéll-ToT'pedo. 

Die theoretiscbe Ûberlegung erklârt also die gûnstigen Erfalirungen, 
die man mit dem Obry-Apparate gemaclit bat. 

Endlicb haben wir als Gegenstûck zu dem indirekten Geradlauf 
des Whitebead-Torpedos den direUen Geradlauf beim Hoivell- Torpédo 
darzustellen. Aucb bier mûssen wir mit einer allgemeinen Bescbreibung 
dièses Torpedotyps beginnen. 

Die âufsere Gestalt und die Abmessungen sind etwa die des White- 
head-Torpedos: Lange 4^27 m^ grofster Durcbmesser 45 cm;, Gesanit- 
gewicbt 520 kg. Etwa in der Mitte des Torpédos liegt querscbiffs 
gelagert ein krâftiges Scbwungrad vom Gewicbte 133,8 kg, welches 
also einen wesentlicben Brucliteil des Gesamtgewichtes ausmacbt. Die 
Ebene des Scbwungrades fâllt mit der vertikalen Mittellângsebene des 
Torpedokôrpers zusammen. Vor dem Sebufs wird dem Scbwungrade 
mittels einer Dampfturbine eine TJmdrehungszabl von 9500 Touren pro 
Minute erteilt, so dafs bei der bedeutenden Masse des Scbwungrades ein 
erbeblicber Arbeitsvorrat in ibm aufgespeicbert wird. Es ist dies die 
einzige Energiequelle des Torpédos, durcb die sowohl die Gescbwindigkeit 
der Fortbewegung unterbalten, wie aucb die Riclitung der Gescbwin- 
digkeit korrigiert werden soU. Das rotierende Schivungrad dient heim 
Hoîvell- Torpédo soivolû als AntriébsmascMne tvie als Geradlaufapparat 




Fig. 122. 



Pxopeller 



Die Umdrebungen des Scbwungrades werden durcb zwei koniscbe 
Zabnrâderpaare (vgl Fig. 122) im tJbersetzungsverliâltnisse 2 : 1 direkt 
auf die Wellen der Propeller ûbertragen. Die Steigung der Propeller 
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ist automatisch versteUbar eingericlitet iiiul wiichst niit ziniebmender 
Laufstrecke des Torpédos; hierdiircli wird crroiclii, dais trotz der wegeu 
der ânfsereu Arbeitsleistimg betnichtliclieii Abnahnio iler Sclnvuno;rad- 
nmdrebungszahl die Geschwindigkeit des Torpcnlos aiuiilhernd koiistaut 

bleiben kann. 

Um die dem ScLwungrad iiinewolmende Iv.iclitkral't henrtoikn zu 
kônnen^ fragen wir zunacbst nacb der Art uiid der AiizaJii seiner Frei- 
heitsgrade. Bei festgedachtem Torpedokorpiu- hat das Stdiwimo'rad iiur 
eine Beweguiigsfreiheitj namlich die eiiiiadie Dreliiuio; in sicii. Die Axe 
dieser Drebung liegt hier qiierscbiffs^ wiilirond I)eini Obrv-Apparat die 
entsprecbende Axe des Scbwimgringes l)ei iiornialer St(dliin<T dessolben 
lângsscbiffs angeordnet war. Einon zweiten b'reMhoii.so-rad haJxii wir in 
deE Drebungen des Torpédos um seine Liliio-saxe - d(Mi Krilogungen 
desselben — zu erblicken, durdi welcb(^ die Scliwuno^radaxe t^ojrcn die 
Horizontale geneigt wird. Dièse Knin^i^uiio-eu V(n'i,reii(^îi m g(nvisser 
Weise die Bewegungsfreiheit dos innereii I\iun;es lunni Obry- Apparat. 
Da der Howell- ebenso wie der Wbitobead-'r(>r|)ed<> niu^. <»;ewisse Sta- 
bilisât besitzt (aucb hier liegt der Se.bwor|)nukt (b^s 'r<)r|)(Hb)s etwas 
unter dem der verdfângten Wasserniassc), ho werdt^i (li(^ Kr;Ln<^ningen 
im aUgemeinen periodisch werden und Ausseblilge nuch der wwn Seite 
von solchen nach der anderen Seite geiolgi w(4'(bMi. Als driib^n Frei- 
heitsgrad, entsprecbend dem aulseren liinge d«'s Obry-Apparates, baben 
wir die Drebungen des Torpédos um die Veriikab^ anzusrbtui^ die bei 
Seitenablenkungen eintreten. Drelmiigeri um die borizontab^ <{a(».rscbiiïs 
gelegene Axe, die mit den Tieienabb^nkungeii vi^rbundcn sind^ beein- 
flussen dagegen die Lage des Scbwungrades uicbt und talleri daber ffir 
uns aufser Betracht. 

Das Zustandekommen der Kreiselwirkunii; lialxvu wir uns hier in 
der folgenden Reihenfolge vorzustellen: Kine Seileiiableukung durcb 
âufsere Einfliisse sei das Primiire. Sie wiirde (b'u Impuis d(^s Scbwimg- 
rades horizontal zur Seite drehen; die Jiiebtunjj; (Un- ImpiilBiuideruiig 
ist dabei die L'ângsaxe des Torpédos. Um di(\sci wirki (Lis biiu-aus 
folgende Gregenmoment der Kreiselwirkung A'", (H. IV h in i^ 1. Dièses 
bewirkt ein Krângen des Torpédos und damii eiue Aîi<h'rung des 
Neigungswinkels der Scbwungradaxc^ gegen die Vertikabi. Der lm])ul8 
wird dabei in vertikaler Richtung a,bgel(nikt. Dabor (îiiisitdit ein fJc^gen- 
moment Z' (G-L IVd in § 1) um die Vertikabi, web'Ju' d<'m primiiren 
seitlich ablenkenden Momeïite entgegengeriebtcït ist. 

Wir erkennen also, dais eine Korrection der Heiienablenkungen 
durch die Kreiselwirkung auch hier eintritt, und da(s sie durcli die 
Krângungen des Torpédos vermittelt wird. Dabei wird man niebt ûl)er- 
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sehen, dafs dièse Krângungen weniger unbehindert vor sich gehen, wie 
die ilinen enisprechenden Drehungen des inneren Ringes beim Obry- 
Apparate, dafs vielmelir der Wasserwiderstand denselben in bedeutendem 
Mafse entgegenarbeitet. Indem er dièses tbut und die Krângungsge- 
scbwindigkeit herabsetzt^ verHeinert er aber aucli die schliefsliclie Richt- 
kraft, deren Grôfse K' mit der Kr'ânguiigsgescliwindigkeit d'' propor- 
tional gefunden wurde. Wegen dièses Wasserwiderstandes sowoH wie 
wegen der Mitwirkung der Sckwere, durcli die der Sinn des Krângens 
periodiscb umgekeîirt wird^ liegen die Verbâltuisse bier nicbt so einfach 
Tind gûnstig, wie bei dem von der Torpedohûlle ganz nBischlossenen, 
sorgfâltig justierten Obry-Apparat. 

Wir konnen nnn aber auch die Reihenfolge unserer obigen Ober- 
legungen unikebren nnd ein Krângen des Torpédos als das Primâre 
anseben. Namentlich beim Aufscblagen aufs Wasser |wurde dièses in 
bedeutendem Mafse durch âufsere Einfliisse erzeugt. Grenau in der oben 
beschriebenen Weise folgt bieraus durch Vermittelung der Scbwungrad- 
wirkung ein Moment um die Vertikale, also eine SeitenaUenlcung. Wir 
kônnten durch Fortsetzung der Schlufsreihe auf ein dem Krângen ent- 
gegenwirkendes Moment schliefsen^ wenn nicht bei der langgestreckten 
Gestalt des Torpédos der Wasserwiderstand gegen Seitenablenkungen 
so bedeutend wàre^ dafs jenes Gegenmoment kaum mehr nennenswert 
ausfallen dûrfte. Aufserdem interessiert uns nicht die Verhinderung 
des Krângens, sondern die der Seitenablenkungen. In letzterer Hinsicht 
zeigt aber unsere tJberlegung: Das Schwungrad des JSowell- Torpédos 
scheint nicht nur eine Vorrichtimg m sein^ um Seitenablenhungen 0U ver- 
hindern oder ruckgângig zu maclien, sondern gleiclizeitig auch wm sie auf 
Grund anderweitig hervorgerufener Krângungen jiu er^eugen. Die eigen- 
artige Verkoppelung von je zwei Freiheitsgraden des Kreisels^ auf die 
wir schon oben aufmerksam machten, kommt hierin deutlich zum Ausdruck 
(Krângen und Seitenablenkung beim Howell-Torpedo, Seitenablenkung 
und Tiefenablenkung beim Whitehead-Torpedo). 

Der Konstrukteur des Howell-Torpedos scheint die hier ausge- 
sprochenen Befûrchtungen liber den schâdlichen Einflufs des Krângens 
aïs berechtigt anzuerkennen ; denn er bringt Vertikakuder an, welche 
sich beim Krângen auslegen und die aufrechte Lage des Torpédos 
sichern soUen. Gegenuber dieser Anordnung kann man aber nicht 
umhin^ die folgende Alternative zu steilen: Entweder verhindcrn die 
Euder das Krângen nicht; dann erzeugt dièses SeitenaUen'kungen. Oder 
sie verhindern es; dann heldndern sie auch die RichtJcraft'^ demi das 
Krângen ist ein notivendiges Zioischenglied bel der EnfsteJiung des Gegen- 
momentes gegen SeiteoiaUenJiungen. Sind die genannten Ruder wirklich 

Kloin-Sommerfold, Kreiselbewcgung. 51 
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wirksam; so habeii wir in dem Torpédo niirnielir einon Kroisel vou 
met Freiteitsgraden vor uns: ein solclier bositzt abcr luivh (h^m im 
§ 1 pag. 768 allgemein ausgesproclienen Piïnzip keine Widerstaiulsfaliig-. 
keit gegen Ricitungsimderungen. 

Wir haben uns bel dieser Kritik der hesondt^rs interessanteiî und 
kûlinen Howeirschen Konstruktion an die AusiïihnmgiMî von Ihi. 1) i egep^=) 
angescblossen, in dessen Arbeit andrerseits unsere ohigiMi tlHH)rt^tisclien 
Betracbtungen ûber den Obry-Apparat aufgenoîniiu-n sind. Wir ver- 
weisen wegen weiterer Détails auf die Darstelluiig dièses Fa.chTtia,nnes. 

In der Praxis scbeint sicli der Howoll ''I\>r|)edo niclit Ixnvilhrt 
zu haben; wenigstens ist die Regierung der Vereiingten Struiten^ die 
den Howell-Torpedo erworben hatte^ nachtriiglicli ebeîiialls zu dem 
Whitebead-Torpedo mit seinem indirekten (îeradbiuie fi bergegaiigtni. 

§ 4. Der Schlickscîie Schiffskreisel. AUgemoinos ixiicl Thoorio. 

Zu Anfang der siebziger Jahre des vorigen Jaiirliunderis (»rbaute 
der um die Stahlindustrie bochverdiente eu^jcliH^-lu) lng(MU(uir l)rssenier 
ein fur den Ârmelkanal bestimmtes ScbifF mit einer Salonkajiiie, vvelebe 
durcb Kreiselwirkung am Rollen (Scbwirigungeu um di(^ liihigsaxe 
des Schiffes) gebindert werden soUte. Die Kajiite war an zwci si;irken 
Zapfen so aufgebangt, dafs sie um eine borizontale iruigssehiiFs ver- 
laufende Axe ausscbwingen konnte und trug iirKpriingiieb ein mit ibr 
fest yerbundenes Scbwungrad. Hierbei war aber das w(»soutlie.b(^ Prin'/ip 
jeder Kreiselstabilierung (vgl pag. 707) u])erselien: Dem J^essoncr-- 
Tcreisel feJiUe ein Freiheitsf/rad und damit die MÏHjlieJdcrit, die îioUbeivefjumj 
derKajute irgend m leeinfhissen:^'^') Die beabsicbtigte Kreiselstabiliening 
wurde dann durcb eine bydrauliscbe Masebiuerie^^"^"^;) ersetzt, dic^ alier 
nicbt mebr automatiscbj sondern von lland bethiltigt wurde. l<]s aclHÛnt, 
dafs aucb dièse nicbt befriedigend arbeitete; jcubMifallK ist (bis Probb^ru 
der Scbiffsstabilierung erst dreifsig ."labre spiiter von Otto Scbliek in 
Hamburg erfolgreicb aufgenommen wordeii, dem <Ior Se.bilïbau bereits 
die Durcbfûhrung des Masseuausgleicbs der Scbiiïsmasebinen und damit 

*) Selbstthàtige Steuerung der Torpédos dureli den (;cra(ihiura}>i)arat. Marine" 
Rundschau 5. Heft 1899. Das Manuskript des vorRteliendon Pa,raKraphrn staninit 
ungefaiir ans derselben Zeit; etwaige neuere Ertahriingc^u in, Torpcdowesen «ind 
also nicM beriicksiclitigt. 

**) Vgl, Institution of naval architects, April IHSO, H(uuerkini<,^oii von Mac- 
farlane Gray in der Diskussion zu einem Vortraf,^ von lîeauduunp ^JV^wer. 

*^*) Institution of naval architects, Mîlrz 1875, Vortrag von K. .1. ({.eed, on the 
Bessemer Steam SMpî vgl. auch Engineer, Aufsatz von iîe.sHemer voni gleicîimi 
Datum. 
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Fig. 123. 



die Mogliclikeit der modemen^ in Grofse und Leistiingsfaliigkeit ge- 
steigerten Schiffstypen verdankte. 

Der Sclilicksclie ScJiiff'sJcreisel hat zunaclist die erforderliclierL Frei- 
lieitsgrade. Er dreht niclit um eine im Schiff gelagerte Axe^ sondern 
ist in einem Rahmen befestigt, der um eine querschiffs gelagerte Axe 
sckwingen kann, wobei die Figurenaxe des Kreiselrades in der 
yertikalen Langsebene des Schiffes ansscliAvingt. Unsere Fig. 123 stellt 
sclieniatiscli die Anordniing anf deni 
Dampfer^jSilvana" der Hamburg-Ame- 
rika-Linie dar. Die Axe des Kreisel- 
rades steht in der Figur lotrecM; beini 
Betriebe pendelt sie um dièse Lage 
bin und ber^, wobei sie durch ein 
tJbergewicbt G in dieselbe zurûck- 
gezogen wird. Der Kreiselrabmen B 
mit seiner borizontalen Drebaxe ZZ 
ist in der Figur zu seben^ er trilgt 
das mit S bezeicbnete Kreiselrad. Letzteres bat einen Dnrcbmesser von 
1^6 m und ein Gewicbt (obne Axe) von 5100 kg. Es wird ibm 
eine Umdrebungszabl von 1800 Touren pro Minute erteilt^ entsprecbend 
einer Umfangsgescbwindigkeit von 150,8 m. Das Kreiselrad wird als 
Dampf turbine angetrieben^ der Dampf tritt durcb den einen Zapfen des 
Rabmens ein, durcb den anderen ans. Die boben Anforderungen an 
die Umfangsgescbwindigkeit (bei gufseisernen Scbwungrâdern werden 
gewôbnlicb nur 30 bis 40 m Umfangsgescbwindigkeit zugelassen) er- 
forderten natiirlicb sorgfâltigste Ausfdbrung und bestes Material. Die 
Anlage ist von Dr. Fôttinger konstruiert und vom Stettiner ,^Vulkan^' aus- 
gefûbrt. Seinen Platz findet der Scbiflfskreisel nabe der Mitte des Scbiffes. 

x4.ufser der ,,Silvana" wurden aucb der engliscbe Dampfer ^^Locbier^, 
ein Dampfer des Hamburger Staates und ein ausrangiertes Torpedo- 
boot „Seebar" der deutscben Marine, letzteres zur Vornabme der ersten 
orientierenden Versucbe, mit einem Schiffskreisel ausgestattet. AuBer- 
dem wird ein Kreiselscbiff in Danzig gebaut. 

Wir bezeicbnen zunâcbst die Aufgabe des Scbiffskreisels im All- 
gemeinen. Zur Vermeidung der Seekrankbeit sowie bei Kriegsscbiffen 
zur Erleicbterung der Gescbûtzbedienung ist es geboten, die Amplitude 
der durcb Seegang erzwungenen Rollbewegungen des Scbiffes zu ver- 
ringern, sowie die Dampfung und womôgiicb aucb die Période der 
freien Rollscbwingungen, die auf einen einmal bervorgerufenen seitlicben 
Ausscblag folgen, zu vergrôfsern; die Scbwingungen des Scbiffes um 
seine Queraxe, das ^^Stampfen^^, zu bekâmpfeU; liegt aufserbalb der Auf- 
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gâben des Schiffskreisels. Die dem Scliiff bei eineni Aussclilag ertellte 
Enero-ie des Rollens kaiin durch deii Kreisel îiatûriicb nlcht obne 
Weiteres vernichtet, sondem nur umgesefczt werdeii in eiiio Scliwingimg 
des Kreiselrabmens gegen das Sckitf. In dieser Forni lillst sicb die 
Scliwingungsenergie aber durch geeignete Brenisvorriditungen h('seitigeii 
(db. in Wârme verwandeln). Es ist eine Bandbrenise ( // in I<^ig. 12;l) sowie 
eiu bydraulicber Bremszylinder, beide gegen den Jvreiselraluuen wirkend, 
ano*eordnet. In der Ermôglichung dieser Jhrmsuiuj Imbm (vir che 
wesentliclie Seite der WirhsamMt des ScMffslyrei^eh .:'/f srhnL \Wi ehmn 
Wagen arbeitet ja die Brenise von dem Wagenkast.(Mi ans g(;g(^n die 
relatiy dazu sicli drebenden Rader. Bei dc^ni, Siduirskorpcr febit zu- 
nâchst die Môglichkeit des Anlegens^ eintu- Brenuse, da keine ludativ- 
bewegung der festen Teile vorbanden uud der Wassei-widorsia-nd, sclbst 
wenn er durcb Scblingerkiele unterstiitzt wird, nicbi. a.usgi(4)ig geuug 
-isi Die Kreiselwirkung aber scbaift eine energisi'bc*. I((daf,ivb(nv(^gung 
des Rahmens gegen den Schifiskorper uad ertnr)glich[, daiuit, dem 
leizteren eine Bremse anzulegen. Naturlieb <larf die l>renisung iiidit 
so^stark sein, dafs sie ein Ausscblagen des KreiselraJinuMis liberbanpt 
yerhindert; sonst wiirden wir wieder auf den dt^ni Schillskin-pin- test ein- 
gebauten und daber wirkungelosen Seliwungrin<j; zuriiekia,H(».n. DaCs 
es ein geeignetes Mittelmals von Bremsung gieht, wchdies die iVeien 
Schiffsscbwingungen hinreicbend stark drun])l\ obne di(^ KnMS(d\\irkvnig 
zu -unterbinden, und bei dem anch die erzwungeni^n Sebwingungen 
beruntergesetzt werden, ^eigt die Erfabrnng und in llhereinstimmung 
mit ihr die theoretische Ûberlegnng. 

tJber die Erfahrungen am Schiifskreisel wenien wir ini ^ (> be- 
richten. Wir wenden uns zunachst zu seiner Tbeorich Vora,b sei hi^merkt^ 
dafs wir die Verb.âltnisse scbtematiseb wieder durcb dw. l<'ig. 121 (\m 'ror- 
pedokreisels darstellen kônnen: Der aulsere lling iMitspricbt dem Sebilïs- 
kôrper, der innere dem Kreiselrabmon, der Sebwungring unserem 
Kreiselrade. Der Unterscliied ist zunîlcbst nur ein <(uaniitativ<ïr: der 
'âufsere Ring ist im Falle des Scbiffekreis<ds :lnrs(:n'st îiuissig ini Ver- 
bâltnis zu den anderen Teilen zu denken. Dafs s(M"ne Drebaxe jetzt 
nicit vertikal, sondern horizontal gestellt wird^ ist na,iiirlieJi belanglos. 
Bei den zunâcbst zu betrachtenden treien Scbwingiingen wilro das 
âufsere Moment V gleicb Null, bei den dnreb S(^(^gang erzwnngeneu 
Schwingungen periodisch wecbselnd. Es giebt aber w(*iter(^ IJnter- 
schiede, welcbe es bequemer erscheinen kiBsen, î)ei der Entwiekhing 
der Formeln einen anderen Ausgangspnnkt zu nebmen: Wir mussen 
jetzt die sclion genannten Reibungswirkungen ais weseîitlicb in die 
Théorie einfûbren, die wir fruber nicht beracksi(3biigt baben; forner 
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mûssen wir beim ScMff und aucli beim Kreiselralimeii ein aufricMendes 
Schweremoment in Reclinung setzen^ wâlirend wir friiher den âufseren, 
inneren und Schwungring als genaii centriert und daher der Sckwere 
entzogen dachten. Wir gehen jetzt aus von der Betrachtung ziveier 
m iteinander gékoppelter schwingungsfàliiger Freiheitsgrade : der eine 
Freilieitsgrad wird gebildet Yon den um die Lângsaxe des Schiffes er- 
folgenden Rollbewegungen desselben^ der andere von den um. die quer- 
schiffs gelagerte Dreliaxe stattfindenden Ausschlagen des Kreiselrahmens ; 
die Koppelung beider besorgt die zwiscben ihnen sicb abspielende 
Kreiselwirkung. Den Freibeitsgrad des Kreiselrades um seine eigene 
Figurenaxe kônnen wir als solchen ignorieren^ da sein Impuis durch 
den Antrieb auf konstanter Hôbe gebalten wird. 

Strenge genommen batte der Kreisel aucb noch die Freibeitsgrade, 
die vom Stampfen des Schiffes und seinen etwaigen Drehungen um die 
Vertikale berrûbren. Die letzteren werden aber sclion wegen des 
grofsen ibnen entgegenwirkenden Wasserwiclerstandes gering, andrerseits 
wird sicb^ wegen des grofsen Tnlgbeitsmoments um die Scbiffsqueraxe^ 
die Pendelungsenergie des Kreiselrabmens nur m selir geringem Mafse 
auf die Stampfbewegung des Schiffs iibertragen. Wir betrachten also 
vorlaufig das Scbiff, abgeseben von 
seinen Rollbewegangen^ als fest, 
werden aber im § 6 nocb einmal 
auf die Stampf bewegungen zurûck- q^ 
koiamen und ihren Einflufs nume- 
risch absch'âtzen (s. pag. 841). 

Sei ijj der Winkel der Roll- 
beweofuno; des Scbiffes um seine 
Lângsaxe LL' (Fig. 124), %" der 
DrebwinkeP^') des Rabmens um 
seine quer schiffs gelagerte Dreh- 
axe QQ', beide gezâhlt von der 
mittleren, aufrechten Lage des 

Fig. 124. 

Schiffes resp. Kreiselrabmens aus. 

In der Figur ist mit QqQ\ die mittlere, horizontale Lage der 
Drehaxe Q Q bezeichnet, die dem Winkel -0 = entspricht. 

Betrachten wir zunâchst die beiden Freiheitsgrade fur sich, unter 

*) Die Bezeiclimingen i|j und ^ soUen au die Eulerschen Winkel erinnern. In. 
der That spielt die L'ângsaxe LU bier dieselbe Rolle wie die Yertikale im § 1, 
um welche i^ gezâhlt wird. Nur war es zweckmâfiig, mit ^ niclit wie frûher 
den Winkel zwischen LL' und der Figurenaxe, sondern sein Komplement zu 
bezeichnen. 
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AbselLung von ihrer Koppelung. Die freien Schwimnmgm des SrhifjVs 
(bei festgesteEtem Kreiselralinaen) werden bekuîinterniufseii (îurch die 
folgende Differentialgleichung besclirieben: 

(1) J-^ + ^''S + <^^^-^- 

Hier bedeutet 
J das Trâgheitsmoment des Scbitfes uni die I/îliigsaxi'. LL\ 
■R/^ den Widerstaud des Wassers fur die Einlieit (1er VVinkel<^escliwiii- 

digkeit; 
Q das Grewicht des Schiffes oder die Wasserverdriuigun^jj iDeplacenieut), 
E die sog. metacentrische Holie, so dal^ (f/Zdas aiifrichtt^iuh^ Moment 

fur die Einlieit der Winkelausdrehung an|>iebt/"^'). 
Wenn wir in dieser Grleichung die Koefiizienten als konwiani anseben, 
so ist das bekanntermafsen nur in erster Nîibenuig (iïir hinnûchend 
kleine iIj) richtig; indem in Wirklichkeit H eine koinplizii^rt.c^ b'unktion 
von xj;, und TF eine einigermafsen nnbekannl:,e Funktaon'^"^') von dp/df 
ist. Lidesseu sollen aile folgenden Betrachtimgcin (^bt^iialls nur erste 
Nàberungen im Sinne der Méthode der Ueinen Heliiviv(/n}i(/eu sein^ so 
dafs die Voraussetzung konstanter Koefiizienten ausr<uelit. 

Die freien ScJmingungen des Kreisdrahniejis aiulerers(4(.s (Ixm f(^st 
gestelltem Scbiff) werden durch die Ditfcrentia!gleichuii*j; des ,,p}iy.sika- 
lischen Pendels^^ bescbrieben: 

(2) i?l + -'S + ^i'''^ <'■ 

Hier bedeutet 
j das Trâgheitsmoment des Kreiselrahmens, eiiisehlierslie.h des in ihrn 

enthaltenen Scbwungringes, um die Querax(^ QQ% 
w den Widerstand fiir die Einbeit der Pendehuiors<(esehwiiuli<^^keit, der 

sicb ans dem (nicbt unbetrâchtlichen) Zapfcn\viderstaii(l vind d<nn 

am Umfange des Rahmens angebrachten Jir(M!iKWî(lersta.nd zu- 

sammensetzt, 

q das Grewicht von Kreiselrahmen und Kreiselrad, 

h den Abstand des gemeinsamen Scliwerpunktes beider von der 
Drehaxe QQ\ 



^ Nâheres EncyM. d. Math. Wiss. IV, Art. 6 von Stiickeî, Nr. :\\). 
**) Nàheres hierûber in Encykl. d. Math. Wiss. IV, Art. 22 voii Krilolf imd 
Millier, Nr. 8. 
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Âus (1) uncl (2) folgt die Période der freien Sckwingungen T und r 
der beiden Freiheitsgrade, die wir unter Absehung von deii Reibungs- 
widerstanden bereclinen wollen: 

oder die zugehôrigen ^^Frequenzen": 

Unsere Fendelgleicbung (2) gilt unabliangig davon, ob sich das 
Kreiselrad in Rotation befindet oder nicht. In der Tbat machen sich 
die Kreiselwirkungen desselben nacb dem mebrfacli angezogenen Prin- 
zip des § 1 bei der Bewegung erst geltend, wenn der Kreisel einen 
weiteren Freibeitsgrad erhalt. Solange die Drehaxe QQ\ wie bisber 
vorausgesetzt^ festgehalten wird^ aufsert sich die Kreiselwirkung nur 
als Druck auf die Lager und beeinflurst die Pendelbewegung in keiner 
Weise. Sie tritt aber in Wirksamkeit, wenn wir jetzt beide Freiheits- 
grade gleichzeitig betrachten. 

Schlligt die Kreiselaxe OF im Sinne der positiyen '^ (vgl. 
Fi g. 124) anS; so entsteht eine Kreiselwirkung um die zu OF und 
OQ senkrechte Axe in solchem Sinne^ dafs sie die Figurenaxe der 
Axe dieser hinzukommenden Drehung gleichsinnig parallel zu stellen, 
also die Halbaxe Q zu senken sucht. Der in der Figur linke Zapfen 
der Querschiffsaxe (bei Q') erfâhrt dabei einen Druck nach oben, der 
rechte Zapfen bei Q einen solchen nach unten. Es sind das diejenigen 
Lagerdrucke, die bei Feststellung des Schiffes dièses aufzunehmen hat, 
die sich aber nun als Bewegungsm ornent geltend machen. Mit Rûck- 
sicht auf den eben festgestellten Sinn, der dem positivem Sinne von 
ijj entspricht, wird die das Schiff bewegende Kreiselwirkung nach 
Gl. (Ij des § 1: 
(4) ^N^^^ 

Der Eigenimpuls N des Kreiselrades bestimmt sich in unserem Falle 
als das Produkt aus dem Trâgheitsmoment des Kreiselrades (ohne 
Rahmen) um seine Figurenaxe und seiner durch den Turbinenantrieb 
erzeugten Winkelgeschwindigkeit. 

Schlâgt andererseits das Schiff im Sinne der wachsenden ^ aus, 
so ergiebt sich eine Kreiselwirkung um die zn OF und OL senkrechte 



*) In dieser auch sonst vielfacii gebrauchten Bezeiclinungsweise bedeutet 
also „Frequeiiz" die Schwingungszahl fur die Zeiteinlieit 27csec. 
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Axe OQ. Dem Siime nacli sucht sie wiecler die Figiircnîixe der Axe 
OL gleichsinnig parallel zu stellen, wirkfc also nacli der S(nt(; der ab- 
nelunenden '9'. Nacli Gl. (I) des § 1 wird dalier firolse iiiid Siun dieser 
Kreiselwirkung gegeben diircli 

(4') -<■ 

Dièse beiden Momente wirken wie jinlsere lieweguno-sinoniente 
und sind als solcbe auf der recbten Seite der Gleiclnnig (I) bczw. (2) 
zuzufûgen. 

Noch sei bemerkt, dais die Anwendiiiiti; der (^1. (1) boi dt^r Be- 
rechnung von (4') nur so lange berechtigt iyt, aln der Winkel zwiscben 
OF Tind OL nahezu ein Recbter, also d^ kleiii ist. Die goiiaiiore 
Gl. (II) wûrde statt (4') den Wert -™ iY cos l> ^^^^ (vr<rel)(4i ( luan beachte, 
dafs ^ jetzt das Komplement des trûberen 'xt l)edevit(^t und daher siri 
dnrch cos zu ersetzen ist)^ der sicb aber von (-r) îiur uiu kleine 
Grôfsen boberer Ordnung untersclieidet. Abnlicbes ist von dor Ik- 
rechnung der Kreiselwirkung (4) zu sagen^ di(^ eigenilieb niciii; uni L^ 
sondern um die gemeinsamc Senkreclite der Axen OQ und OF 
wirkt. Da dièse mit OL den Winkel %' bildet^ so wilrde. /ai (4) elieu- 
faUs der Faktor COS'O' hinzutreten , der aber im Sinnr d(vr Metbode 
der kleinen Scbwingungen wiederum gleicb 1 zu setzen ist. Schliei's- 
iich kann man bemerken, dafs ein Ausschlag des KreiselraJunens nocb in- 
sofern auf die ScbiJïsbewegung Einfluis ninimt^ a,ls er (Las Triigbeiis- 
moment J desselben abandert. Aber abgesobon davon^ dais auc-b (iicse 
Anderung nur durch bôhere Potenzen des als kbnn voi-ausox-sst^.tzten 
Winkels %t gemessen wird und daber naeli ihv Mc^tbode (b»r Ideineii 
Scbwingungen ebenfalls zu vernacbliissigen ist, ist die Masse (ier Kreisel- 
vorrichtung zu der des ganzen Scbiftes so vers(*.b\viiiden(b dais dieser 
Einflufs ûberbaupt nicbt in Frage kommt. 

Bei Hinzufagung von (4) und (4') geben nun dic^ (îleicbiuigen (1) 
und (2) in die folgenden BeivegimgsgUktmngm fur dk frv.ivn Sckirin- 
gungen des msammengesetden Systems Schiff und Krcisd (iber: 

Wir haben also nunmebr ein geJwppeltes (simultanés) Si/siem -irrier 
Unearer DifferentialglekJmngen mit lonstanten Koeffkienien: 
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Die Koppelung ist eine GeschtvincUgMtslwppelimg, weil sie durcli Glieder 
mit deû ersten Differentialquotienten vermittelt wird. Sie ist nberdies 
Jconservativer Natur, da sie keinen Energieverlust^ sondern nur eine 
EnergieilbertragURg bewirken kann. Analytiscli drûckt sicli dies durch. 
die entgegengesetzte Gleichlieit der ^Koppelnngskoeffizienten^^ (+ N, 
— N) in (5) aus und beweist sich durch Aufstellung der Energie- 
gleicliniig wie folgt: Man multipliziere die beiden Gl. (5) bzw. mit -^- 



d^ 



dt 



und -^ 5 dann failen in der Summe die Koppelungsglieder beraus^ und 
es ergiebt sicbi: 



"■tD"- 



Die beiden Glieder linker Hand bedeuten die Anderung der kinetischen 
und potentiellen Energie des Gesamtsjstems. Die beiden Glieder recbter 
Hand kônnen nach Lord Rayleigb als Dissipationsfunktion bezeichnet 
werden; sie sind allein durch die ursprûnglichen Reibungsterme ge- 
geben und von der Koppelung nicht beeinflufst. 

Wir haben hier ebenso wie auf pag. 766 ein Beispiel fur den von 
Kelvin eingefûhrten Begriff der gijroslwpischen Terme'^')] auch die 
Kelvin'sche Bezeichnung wird durch unseren Fall erlâutert; unsere 
Koppelungsgliede]* sind Merkmale einer vorhandenen inneren Gyration 
des Systems^ d. h. Kreiselwirkungen. 

Wir kommen zur Intégration des Systems (5). Dièse geschieht 
in bekannter Weise durch den Ansatz: 

Die Gl. (5) liefern zwischen A, a, a die Bedingungen: 

A(- Ja^ + iWa+ QK) = + aiNa 

a(—ja^ + i'^f^cc + qh) = — AiNa 
oder 

iP) -^ == ™ /i^'^qrjir^^^ — " ^zTiNcc 

Fur a ergiebt sich also die Gleichung vierten Grades: 

(7) {Ja^ ^iWa- QH)(ja^ - iwa - qh) = N'^a'. 

Ihren vier Wurzeln a^^^ a^, a^, a^ entsprechen nach (6) vier Verhàlt- 



*) 'V'gl. den Znsatz am Schlufs des § 4. 
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nisse der Grôfsen Â^:a^, Â,^:a^^, A : ^^a? A-a^- Die allgemeino 
Losung der Gl. (5) sclireibt sicli mm: 

Von den Mer vorkommenden S Koeffizienteii bleibeii 4 mwh (U. (6) 
willkllrlicli; sie geniigen^ die allgemeiiie Losuiig' einoni willkfirliclien 
Anfangszustande anzupassen. 

(Zum Zwecke einer spâteren Anwenduug wollon wir hier eiu Bei- 
spiel mit einein speziell gewalilten Anfang'sziistande nilher ausi'iiliren. 

a) Wir denken uns das Schiâ zu Anfang inii seine Lruigsîixe mu eineu 
Winkel ^q ausgedreht, den Kreisel aber ruliend in seiiwr vcH-tikaleii 
Gleichgewiclitslage. Die Anfangsbedingungeii fur t =- la.nt,en dann: 



^ = ^o; ~dï 



ip (U 



= *-5r-"- 



Wir wollen hier von der Dampfung abselien, also iv \V i) setzeu. 
Dann wird nach (7): a^^ — a^, a^^'-^- — a.j. und man (^rkoniii, loiclit, 
dafs die entsprechende LosuDg sicli ans (G) luid (S) (^-giebi zir'''): 
ij; = A^ cos a^t + u'L eos a,, l, 

%" = a^ sin a^t + a-g sin tuf ^ 
wobei nocb: 
(8') a^a^ + a-oûJo = 0; A^ + ,yl> ^ - t/'o- 

Mittels (6) und (8') folgt dann das Verbriltuis^ iii deni (b(» beiih^n 
Schwingungen zu der Schiffsbewegung beitragen: 



(8-) 






b) Hâtten wir umgekehrt anfangs das Scinif in \ixx\\i\ mv^monmwii 
und den Kreiselrabmen um einen Winkel 'î-><) gedrc^lit^ so (^rbi(di(ai wir 
ganz analog die Darstellung: 

' ^ == J.^ sin a^ t + A., sin a.^ tj 
'O' == a^ cos a^t -\- a., (*os cui^ 



(8^ 



N'a," 

Wir verstehen nun unter a^ die Wurzel, die, l)ei versc^Jjwindender 
Koppelung, in die Frequenz der freien ScbiftsRcbwingung, unier a.^ die™ 
jenige, die in die Frequenz der freien KreiBel])endelung (i})ergelit 
(s. ai (3)) und unterscheiden dièse beîden Sckwingung^m als ,,Ilaupt- 

*) Ygl. die âbnliche Darstellung dei durcli einen Anstoû al><.,.-uHiert<Mi, aut- 
rechten Kreiselbewegung, pag. 368. 
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schwmgung" und ;,,N'ebensc]iwinguïig". Scliliefsen wir den Fall der 
Resonanz zwischen beiden Scliwingungen ans, nelimen also QH/J^qhfj 
aii^ so folgt in dem Falle a^ dafs wegen des grofsen Trâgheits- 
momentes J bei allen praktisch. erreiclibaren Impulsen die Amplitude A^ 
bedeuteiid uber A^ ûberwiegt, und umgekebrt im Falle h die Ampli- 
tude a., ûber a^, wiihrend im ersten Fall das Verkâltnis as/a^^ im 
zweiten das Verhâltnis AJA^ yerh'âltnismâfsig wenig ron der Ein- 
lieit abweicbt. Gab also (FaU. a) das ScMtf den Anlafs zu den 
Schwingungen^ so iiberwiegt in der Scliiffsbewegung der Anteil der 
Hauptschwingung, walirend sicb auf den Kreisel beide Scliwingungen 
etwa gleiclimafsig verteilen. Das entsprecliend vertauscbte Verbalten zeigt 
sich, wenn (Fall h) der Kreisel den Anstols zu den Scliwingungen giebt. 
Andrerseits ist nach Formel (6)^ z. B. fiir die ÎSTebensctiwingung: 



a., 



lYc^o 



«1; 



also wird (Fall b), ausgenommen bei naber Resonanz, die vom Kreisel 
auf das Schiiï* iibertragene Nebenschwingung hier nur kleine Ampli- 
tuden annehmen. Die entsprecbende Formel im Falle a lautet bei der 
vom Schiff auf den Kreisel ûbertragenen Hauptschwingung 

A ~ — i«i' + 2^i ' 
liier sind an Stelle der Grofsen J, QH die yiel kleineren j, qh getreten, 
80 dafs das Verhâltnis aJA^ bei der Hauptschwingung fur die praktisch 
vorkommenden Werte von N erheblich wird. 

Da wir nun oben fanden, dafs bei den vom Schiff oder Kreisel 
angeregten Schwingungen je an den dem anderen Freiheitsgrad ,,indu- 
zierten" Schwingungen beide Frequenzen etwa gleichmâfsig beteiligt 
sind, so ist das Ergebnis, das auch durch die Erfahrung bestâtigt wird, 
folgendes: a) Das Schiff kann durch eine ursprûngliche RoUbewegung 
den Kreisel verhaltnismafsig stark anregen, b) dagegen kônnen auch 
grofse Kreiselpendelungen das Schiff nur wenig zum Schwingen bringen, 
auBer im Resonanzfalle, in welchem daher fiir genûgende Abbremsung 
der Nebenschwingung zu sorgen sein wird.) 

Die eingehende numerische Diskussion der Gl. (7) wird uijs im 
folgenden Paragraphen beschâftigen. Um sie vorzubereiten, ist es nôtig, 
die Gleichung so umzuschreiben, dafs darin nur unbenannte Zalïlen Tor- 
kommen. Man kann etwa folgendei*mafsen vorgehen: 

Uç^ sei die durch (3) bestimmte Frequenz der reibungsfreien un- 
gekoppelten Schiffsschwingungen: 

(9) <-^ nnd ^ = f; 
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ferner sei v das VerBltnis der Frequenz der reîbiingsfîvien ungekoppelten 
Ereiselschwingungen^O ^^ derjenigen der Scliifîssclnviîiguugeii: 

Fiihrt man noch die ebenfalls unbenannten AbkiirzoHgeîr^"^') (mïk 

so ergiebt sicb ans (7) fur die niinmelirige diineiLsioiislosi^ Unb(4vaimte /J 
die Gleicliung: 

(10) (/32 - iK(i ~ 1) (f - ihl^ - v^ == •/r'/:^^ 

Von den hier eingefûhrten Zalilen niilst )i die Kreiselwîrkiing^ 
l die Bremswirkungj K die nrspriinglicbe Dihiiîifuug àvx SrbillsscJiwin- 
o-uno-en, wobei X im Verhaltnis zii /.' iinter llmstilndou veruaciiliissio-t 
werden kann. Dem Frequenzverlialtnis v werden wir iiishesoiKh^n» a.ncli 
den Wert 1 geben, in welcliem Falle die ursprîinglic/lu' Scliids uiid 
Pendelsctwingung in Resonauz stehen. Kiir n == lalleii àw Wurzoln 
|3 in zwei Paare auseinander, die der iiiigekopixiltt^n ScJiids- und i*endel- 
scbwingung entspreclien. Wir werden zu uiitorsuclieu hahrii, wie sich. 
dièse Paare bei wachsendem n und geeignet augenoniniencin /.• stetig 
yerandern. Der aus der ungekoppelteii iirsprihiglichen Sc-liiirsschwinguiig 
Kerauswachsende ScbwingungsmoduSj den wir als ,jllaupi;scli\vîiigung^^ 
bezeiclineten, wird dabei an Dampfung und untiM- gCmsiagen \'rrlialt~ 
nissen auch an Schwingungsdauer zunehirien, wie es zu Aiiiang dièses 
Paragraphen als wûiisclienswert gcfordert wurdc^. 

Indessen sind es nicht die frelvn Sch/rini/itm/cn von Scliilï' und 
Scbiffskreisel; die uns in Rllcksicht auf die Praxis in <'rster liini(' inier- 
essieren, sondern die durch den Seegaug crzinuigeyini MuviiKjiuKjv.n. 
Der Bruchteil, auf den die Amplitude der letzteren durch ([k^.w Kreisel 
herabgesetzt werden kann, liefert den einfaclisten, wenn auck niciit 
den einzigen Mafsstab fur die Wirksamkeit der Koustrukiion. 

Wir sclireiben zunâcbst die Beweguugsgieichung (i<\s Hcdutles ).)ei 
festgestelltem Kreiselrabmen auf bewe<j;ter See liin. Hierzii fillirt 



die 



*) Von einem Verhaltnis der Scliwingungsireciueiizen kiuiu nat(irlit;lj iiur 
Rede sein, solange beide ScKwingungen periodisch ertblgeii. \)n^v>\ï,ini l)ehîllt 
unsere aUgemeine in Gl. (9') enthaltene Définition auch im aperiodiBchen FaHe 
ihren Sinn. Wenn v weiterhin trotzdem vielfach kurz alH .Frc({ucrizv('rliiilt.ni.s bc>- 
zeichnet wird, so ist dièses fur die aperiodischen FilUo. im {il)ertra.cr«vn('n Sinn<'. zii 
verstehen und auf die eigentliche Définition (9') ziuuckzugreircn. 

**) Die Dampfungskonstante K hat natiirlich nichts mit (l(3r BOiint m l)czeich- 
neten Kreiselwiikung K zn thiin. 
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folgende ûberschiâgiiclie Ûberlegung*): Wahrend auf glatter See das 
aufriclitende Moment die Mittelebene des Seliiffes in die Vertikale ein- 
zustellen strebt und daber (s. GL (1)) dem Winkel f selbst proportional 
zu setzen ist, wirkt es auf bewegter See dahin, jene Ebene in eine 
gegen die Vertikale geneigte Richtnng Mneinzudrelien, die etwa senkrecht 
gegen die gewellte Wasseroberfliiche steht, jedenfalls aber in derselben 
Période wie dièse und in einem von der Wellenamplitude abb'ângigen 
Betrage um die Vertikale schwankt. Das aufrichtende Moment ist jetzt 
proportional il; ~ ijJq zu setzen, wenn ijJq die variable Neigung der genannten 
Gleicbgewiclitslage des .Scbiffes gegen die Vertikale bedeutet. Wir 
tragen also in dem dritten Terni der Gl. (1) ip — tp^ an Stelle yon ip 
ein, wabrend wir den ersten und zweiten Term ungeândert beibehalten. 
(Die Tragheitswirkung des rollenden Seliiffes ist ja nacli wie vor aHein 
durch. die Beschleunigung des Schiffes^ der Wasserwiderstand wenigstens 
der Hauptsache nacb durcb die Drehgeschwindigkeit des Seliiffes gegen 
die ganze Wassermasse, nicbt wesentlieh gegen seine wechselnde Ober- 
flache bestinimt.) 61. (1) geht dabei ûber in 

Wir nebmen einen regelm'âfsigen barmonisclien Zug von Wasserwellen 
an^ den wir uns seitlicli gegen das Schiff beranrollen denken. Sei gj 
die Frequenz der WeUen (gleich. 2 ut geteilt durch die Schwingungs- 
dauer), so kann tp^ proportional coscoi^ und daber 

(11) J^ + W^ + QHt-Ooosœt 

gesetzt werden. Die Wellung der Wasseroberflacbe wirkt also wie ein 
âufseres Moment C cos co t auf das Schiff ein^ welches in der Période 
der Wellen wechselt; seine Amplitude C wâchst mit der Amplitude 
der Wasserwellen. Im Allgemeinen ist die Wasserform natûrlich keine 
regelmlifsige Sinus- oder Cosinuslinie. Wir konnen sie aber immer fur 
eine beliebige Zeitdauer in eine Reihe solcher zerlegen und jede einzelne 
fur sich behandeln. 

Ebenso wie ans der Gl. (1) die GL (11) durch Hinzufiigung des 
Gliedes C cosœt entsteht^ erhalten wir aus den Gleichungen (5) fur die 
freien Schwingungen unseres gekoppelten Systems die folgenden Diffe- 
rentialgleichungew'"-^'-) fur die durch den Seegang er^wungenen Schivingimgen 
desselben: 



*) Wegen niiherer Ausfûlirungen und Litteraturangaben vgl. Encykl. d. Math. 
"Wiss. rV, Art. Kriloff und Mûller 22, Nr. 4d. 

**) Im Anschlufs an pag. 796 weisen wir darauf hin, dafs dieee Gleichungen mit 
W=w = S[=^h = ûbergehen in die Gleichungen (IV b) und (IV e) des § 1, wenn 
wir dort speziell ¥ = C cos co ;t setzen. 
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indem ja weder an der Bewegung des Kreisclraliinens nocli ari seiner 
Kreiselwirkung dnrcli das âufsere Moment direkt eiwas i^eilndcM-t wird. 

Aucli die Intégration dièses Gleiclimigssystenis gescliielit nach eiiinn 
wohlbekannten Scliema^ bei dem wir ebeiiso wie obeii nm besten 
komplex reclinen. 

Wir schreiben 

nnd ersetzen aucli die redite Seite der orsten (Jl. (Il^) durch dcn 
komplexen Ansdruck 

Bestimmt man dann die komplexen Koeffizientcn A^ a durch du) ans 
(12) folgenden Bedingnngen: 

^A{- J(d'- + i Wœ + Qli) -^ /aiVa) : ^^ (\ 
1 a(— jco- -h iwcD + g h) -f LiNco 0, 

so genûgt nicht nur unser komplexer Ansa,t/. dcn diircli Kinirao-oti von 
é""^ an Stelle Yon cos œt modiiizierten GL (12)^ sondeni zu^irieli der 
réelle Teil desselben den iirsprungliclien (lleichungtuL Ans (IH) i'oigt: 

(j^ ^ Q 'ZÂ^'^:^^^^^^'^ + 'i^^ 

/ ^ . N I (— J w - + ?: Wm + Q II) (— ./ œ " ~| ■ / ir 0) ■ ( qln X " «> " ^ 

^ ^ Q -—iNù) 

i {■- Jcù^ + iWco+Q H) {-■--■ jco''+ Imu) f qh) jV-'r,)-* 

Bildet man den absoluten Betrag dieser Groisen, so luit riian die Auîpîi- 
tude, bildet man das Verhaltnis des imaginiireM und redle.n Telles 
und geht znm Arcus-Tangens iiber, so bat man die. Phas(^ des durch 
den Seegang erzwungenen Schiffs- iind Kreisclscb\viu*^niiig. 

Ans dieser partikulâren Losmig von (12) erliillt rruin d'w allgcmeiuc^ 
wenn man ilir die allgemeine Losiing (S) der DilTercntialKlcic^liungen 
der freien Scliwingungen superponiert. Indeni lei'à.ete nteis gcdanipi% 
beim Scbiffskreisel sogar absicbtlicb abgebreinst siud, l,)lcibt bel eincm 
regelmâfsigen WeUenzuge nacb kurzer Zeit nur iiocb unserci t^rzwuiigtme 
Scbwingung iibrig, deren Amplitude uns also cin einia,cbcs Mais ffir 
die Wirksamkeit des Scbiffskreisels liefert. Dais dicscN wie wir sagten, 
nicbt das einzige Mais ist, leuchtet ebenfalls ein. Es inuls dii^ weitere 
Bedmgung binzukommen, dais die freien Sdiw{ncruri(rc,n, dit* hei dem 
nacb Amplitude, Pbase und Période nnregelmalBigon Charakter des 
Seegangs immer wieder neu erzeugt werden, hinreicliend schiiell ab- 
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ged'âmpft werden. Andernfalls wiirde unter den wirkiicli obwaltenden 
Yerli'âltnisseîi ein Endzustand, wie er durch nnsere erz-wungenen Sckwin- 
gungen dargestellt wird, gar nicht erreiclit werden. 

Bei der Diskussion des folgenden Paragraphen werden wir dalier 
gleiclizeitig die beiden Punkte ins Auge zu fassen haben: Amplitude 
der erzwungenen Sclawingung, 61. (14), Dampfung und Schwingungszalil 
der freien Scbwingung^ Gl. (10). Zur Vorbereitung môgen hier die 
Werte (14) in unbenannte Form umgesclirieben werden. Aufser den 
in den 61. (9; definierten Grôfsen werden wir dabei die Abkiirzungeu 
benutzen: 

(9 ) y=^^^, '--Jar 

so dafs y das Verb'âltnis der Wellenfrequenz zur Eigenfrequenz de& 
Scbiffes bezeiclinet. Dann ist (14) gleicbbedeutend mit 

'A y^ — iky — v^ 

c (y^ — iKy — 1) (y- — iky — v^) — n^y- ^ 



(15) 



= -|/-^ -.-- -^^ 

y j (y''~~iKy — 



a 1/'^ "^'^^y 



Q Y j (y- — iKy — 1) (y- — iJcy — -y-) — -W" y- 

^1 



und daher das Quadrat des Amplitudenverhaltnisses 

Binschaltungsweise bestâtigen* wir auch an dieser Formel die mehrfach 
bervorgehobene Thatsacbe, dafs der festgestellte Kreisel vôUig unwirk- 
sam wird, dafs sich namlieh fur A = oo derseibe Wert von A wie fiir 
n = ergiebt, welcber Aq beifsen moge. 

Im AUgemeinen wird man die Scbiffsreibung K gegenûber der 
durcb die Bremse gesteigerten Reibung des Kreiselrabmens vernach- 
lâssigen und also 61. (16) ersetzen konnen durcb: 



[(y— i)(r— '^^)-^^VJ^ + /^^V^(r-i)' 



Fiir das Scbiff obne Kreisel aber darf die Dampfung K nicbt unter- 
driickt werden ; weil sonst im FaU der Resonanz zwiscben ScbifPs- 
scbwingung und Welle die Amplitude der erzwungenen Scbiffsscbwin- 
gung bestândig anwacbsen wûrde, was nur durcb. die Dampfung ver- 
mieden wird. 

Wir werden zu zeigen baben, dafs sicb bei den in der Praxis vor- 
liegenden Verbâltnissen aus (16) oder (17) ein Wert j^l < l^o| be- 
recbnet^ dafs also, wie es am Anfang dièses Paragrapben gefordert wurde, 
die Amplitude der erzwungenen Scbwingungen durcb den Scbiffskreisel 
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im Allo-emeiiieii heruntergesetzt wird. Als wirksameii Faktor werden wir 
hierbei die Grôfse n^ also die Stârke des Kreiselimpuises erkcîineîi, wiihrend 
die Dâmpfung h hier im umgekehrten Siniie, also gegen die Ilerab- 
setzuno- der Amplitude, wirkt. Wir konuen ini Groisi^i iiml Ganzeii 
sao-en: Bei den er^wungenen ScMnngiingen cnreist sich die Trdgheifs- 
wirlung, iei den freien die ReiJnmgsivirhung des Sehiffsb'eiscls (ds mafs- 
gebend. 

Wir fûgen einige Angaben ûber die Litteratiir des Schiffskreisels 
an. Die Differentialgleichungen der freien Scliwinginigeii wurden zu- 
erst Ton H. Lorenz"^*); jedocL oline Berucksiclitigiing der Brems- 
wirkungen, aufgestellt und diskutiert. Fasfc gleieiizeitig viM-iVilentliclite 
A. Fôppl**) eine eingebende, aucb numeriscbe Uiitersuchiuig der freien 
Schwingungen^ bei der er nachdrucklich aiif die wichtigi» Ivolle der 
Bremsung binwies. Die zusamnienfassende Daratelliuig^ die Ktjppl im 
6. Bande seiner Vorlesungen ûber technische Mecba,nik gi(d)t, ist uns 
erst bei der Korrektur bekannt gewordeii. Wir holïen^ dais iuis<u'e in 
analytiscber Hinsicbt etwas weitergebende Darstelhuig die auf l)eson- 
derer Sachkenntnis und eigener Anschauung beriibemic^ Fr>pprsebe Be- 
handlung zweckmâfsig erg'ânzen moge. Einen Ansaiz i'ïir die er- 
zwungenen Scbwingungen giebt MalmstrOni.''"^'*) 

Schlick selbst bescbreibt seine Konstniktiou aul'ser in eiiiigen 
Meineren Mitteilungenf) in einem Vortrag vor <ier Scliiirbaut{M.duuschen 
Gesellscbaftff), in dem auch die Qrundlagen der 'rh(M)ri(* und die 
praktischen Ergebnisse besprocben werden. 

Die letzteren werden wir in § 6 dar.stellen; zu ihreiu Vfu-stîindnis 
mûssen wir znnâcbst in etwas umstlindliche DlskusRionen der Gl. (15) 
fur die erzwungenen und (10) fur die freien Seliwingnngen eintreten. 

Unsere Kreiselwirkungen (4) und (4') in den Schwino'uugs«rleicluing(ui Hiiid 
Beispiele von „gyroskopisclien Gliedern". Man donkc eicli ein luechaniHcheH 
System von beliebig vielen nicht-cyklischen Freili(ntH^^ra.(U'u f, '&, . . . und 1)0- 
îiebigen cyklisclien Bewegungen nacli Art nmlaurender Schwun-^^riuh^r % % . . . 
Ihre Trâgheitswirknngen machen sich in den (Moichun<ro.ii dor •»/', {> . . . durcli 
Zusatzglieder, die „gyroskopisclien Termo'\ bemerklich (vgl. den /ainaiz zu § 1, IV, 
pag. 771), welcbe die Bewegungen der ip, ê- . . . niiteiuandcr V('rk()|>}M'hi, Bei 
kleinen Schwi ngungen sind sie linear in den niclit-cykliHchen UoKcliwindigkeiten 

*) PhysikaL Zeitsckr. 5 (1003) pag. 27. 

**) Zeitschr. d. Vereins deutscher Ing. 48 (1904) p. 478 iind pag. 1)83. 

***) Acta Societatis Fennicae, t. 35, 1907, 

t) Zeitsckr. d. Vereins deutscher Ing. 50 (190()) pag 1460 uml lOtii). 

tt) Jahrbuch der Schiffbautechnischen Gesellachaft 1909, Nr. X. Vgl. auch 
Institution of Naval Architects, Marz 1904, mit einem theoretiechcui Anhang von 
A. Fôppl 
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mit Koeffizienten N, M^ . , ., welche von den cyklischen Impulsen abhâDgen. 
Daher ergiebt sich als allgemeine Form dieser Terme ISFip' + Jf ^' + • • • . Cîiarak- 
teristisch ist nun, daB in der Beschîeunigungsgieichung fur ip der Koeffîzient von 'ip" 
verschwindet, derjenige von ^' entgegengesetzt gleich ist dem Koeffizienten von ip' 
in der Beschleunigungsgleichnng fur '9-. Das Koeffizientenscliema dieser Terme ist 
also, wie man sick ausdrûckt, ein ^schiefes". Es ist wie pag. 801 leicht zn sehen, 
dais daher die Energiegleichung durch die gyroskopischen Terme ûberhaupt nicht 
beeinflufst wird. (Vgl. Natural Philosophy I, Art. 346 Vil.) 

Die Diskussion des Schiffskreisels als eines Systems gekoppelter Schwingungen 
hat eine weitergehende Bedeutung fîir aile diejenigen Aufgaben der Physik, die 
ihren Ausdruck in der Betracbtung gekoppelter Scbwingungen finden ; wir erinnern 
z. B. an den Zeeman-Effekt. Die Scbwingungsdauer von Licbtwellen wird bekannt- 
lich verândert, wenn die Lichtquelle in ein Magnetfeld gebracht wird. Man denkt 
sich in der Licbtquelle Système von Elektronen, so dafs jedes System eine Anzahl 
freier Schwingungen besitzt, analog zu unserer freien Schiffs- und Kreisel- 
schwingung. Das System ist also zunâcbst durch eine Anzahl von Schwingnngs- 
gleichungen charakterisiert. Im Magnetfeld wird nun auf jedes Elektron eine auf 
seiner Bewegungsrichtung senkrechte, also konservative Kraft ausgeûbt, so dafs 
auch die Gesamtenergie durch das Magnetfeld nicht verândert werden kann. Die 
Kraft ist erfahrungsmafsig von der Geschwindigkeit des Elektrons und den Kom- 
ponenten des Magnetfeldes bilinear abhângig. Dièse beiden Bedingungen fûhren 
aber dazu (vgl. oben), dafs sich das Magnetfeld in den Schwingungsgleichungen 
durch den Zusatz „gyroskopischer Terme" bemerkbar macht. An Stelle der 
cyklischen Impulse treten jetzt die Komponenten der Feldstârke H^ die Schwin- 
gungsgleichungen nehmen also die Form an: 

\k = ~~fhi^ \i = ^^ 

wobei sich die h linear durch den Vektor JBL ausdrûcken. Wie beim Schiffskreisel 
nach Gl. (10) die Beeinflussung der Schwingungen vom Parameter n^ abhângt, so 
wird hier die „Verschiebung der Spektrallinien" von H^ abhângen, also sehr klein 
sein bei kleinem R. Nur wenn die beiden freien Schwingungen in Resonanz standen, 
also im Fall v^=^l^ erhalten wir, bei Absehen von der Dàmpfung, aus (10): 

/5^-l = ±n/5, +|î = i + -|l + ... 

also eine Beeinflussung der Schwingungen, die von der ersten Potenz n abhângt. 
Entsprechend wurde die magnetische Yerschiebung der Spektrallinien von Zeeman 
zuerst in Fâllen zusammenfallender Schwingungsfrequenzen (jD-Linie) nachgewiesen. 
Âhnlich werden wir beim Schiffskreisel (vgl. pag. 819) das Zusammenfallen der 
Frequenzen von Schiffs s chwingung und Kreiselschwingung in gewissem Sinne als 
gûnstigsten Fall erkennen, d. h. als denjenigen Fall, in dem der Kreisel in einer 
Hinsicht die Schiffsschwingung am stârksten beeinflufst. Fur n'âhere Aus- 
fïïhrungen vgl. Encykl. d. math. Wiss. Bd. V3, Art. 22 (Lorentz, Magneto- 
optische Phànomene) N"r. 31 — 43. 
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§ 5. Spezielle Diskussion der Wirkung des Scliiffskreisels. 
A. ErzwïmgeEe Scliwingïmgei. 

Die nâhere Diskussion der im vorigen Paraoraplieii au%eatellteii 
Ansâtze beginnen wir mit der Besprecliung der diircli deii Scliilï^^kreisel 
beeinflufsten, vom Seegang erzwungenen ScliwingiiugeiL 

Wenn wir Yorerst die durch die Reibung ini Wîisser veraulaiste 
Dâmpfung K gegenûber der durch die Breinso bewirkten Dampfuiig le 
vernaclilâssigeiij so wird das Verhâltnis der Ainplitude A der erzwmigeneii 
ScMffsscliwiiigung zu der Grôfse c, die die Amplitude der errc^genden 
WeUe miXst, nach Gl.(17): 



(17) 



Die Beeinflussung der Amplitude, wie iiberliaupt (len Schwiiiguogs- 
verlaufes, werden wir wesentlicb nur als yon den folgendeii droi dimen-- 
sionslosen Grôlsen abb'ângig betrachten: 

dem Verbâltnis der Frequenz der WeUe zu dor der freieii, un- 
gedâmpften Schiffsscliwingung, y; 

der Grôfse h, die die Dâmpfung der Kreis(3lscluvinguiig luilsi.; 

der Grôfse n, dem Mafs fur den dem Kreisel erteilt(^îi Jnii)uls. 

Ftir den Parameter v kommt in Betraclit, ob er kb^iiier oder 
grôfser als 1 gewâhlt ist, ob also die freie Kreiselpendc^huig langsamer 
oder sclmeller als die Scbiffsscbwingung verlauft. Durch die Auf- 
hângung des Xreisels kann v leicht yariiert werden und wird zu 0, 
wenn er im Schwerpunkt unterstiltzt ist. 

Ohne yorerst auf numerische Diskussionen einziigelien, sei nur be- 
merkt, dafs die freie Schwingungsdauer eines Scliifles je Tuich der Groise 
desselben zwischen sehr weiten Greuzen schwanki Dus (ïleiche gilt 
yon der Période der Wellen, die zwar im Allgemeinen (vrfahrungsgenirifB 
fur ein bestimmtes Meer einen bekannten inittleren Wert anninnnt, 
aber betrâchtlich um diesen schwankt und sich bedeutend von Mx^er 
zu Meer ândert. Aufserdem miissen wir, wie schon erwîlhnt, au eine 
Ubereinanderlagerung mehrerer harmonischer Wellenzuge denken. ïlm- 
somehr wird das Verhâltnis der beiden Frequenzen yariieren^ und es 
wird auch im praktischen Interesse berechtigt, fiir dio Diskussion y'^ 
als von bis œ verânderlich zu betrachten. 

Im Interesse der analytischen Diskussion werden wir auch zeit- 
weilig ¥==0 annehmen. Thatsâchlich kann dieser Wert nicht erreicht 
werden, da, auch abgesehen von der Anbringung der hydraulischen 
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Bremsej die Lagerreibung an dem sckweren Kreisel immer eiae selir 
betrâchtliclie ist. 

Eine obère Grenze fur n^ endlicK ist nur durch teckaisclie Sctwierig- 
keiten gegeben. 

A 2 

Piir die grapMsche Darstellung der Funktion — = f{y^^ h^, n^) 
wollen wir y^ als unabh.ângige Variable wâKien, die G-rôfsen k% n^ 
werden dann als Parameter je eines Kurvensystems aufzufassen und 
aalserdem wird -y^ ^ 1 zu untersclieiden sein. Bei unserer Wahl der 
nnabhângigen Variabeln y^ haben wir den Vorteil^, an die bekannten 
Resonanzkurven ans der Théorie der erzwungenen Scliwingiingeîi an- 
knûpfen zu kônnen. 

1. Abhângigkeit vom Impuls, Bremsung Niill. Fur ^ = 0, 
den Fallj in dem der Kreisel nicht auf das Schiff einwirkt, fallen 
natûrlicli in dem Âusdruck (17)^ aile Grlieder fort^ die von der Koppelung 
mit dem Kreisel herrûhren, und es bleibt: 

(18) 



d. h. der einfachste FaJI einer Resonanzkurve ohne Dâmpfang. Dabei 
ist mit Aç^ die zn n = gehôrige Amplitude bezeiclmet; in gleicher 
Weise werde die zu einem beliebigen Wert n geliorige Amplitude A^ 
genannt. Die Amplitude Aq wâctist in der Nâhe von j/ = 1 ^ d. h. 
wenn die Welle in Resonanz mit der freien ScMffsscliwingung steht, 
stark an, bleibt aber 
doch. vermôge der 
hier vernachlâssigten 
Wasserdâmpfung K 
auch. fur y=l endlich. 
Wir lassen die 
in Fig. 125 und 127 
stark ausgezogene 
,,Grundkurve" (18) 
nun mit wachsendem 
n^ sich stetig ver- 
ândern, unter Vorgabe eines festen Wertes von v^. Fur die Grenzen 5^ = 
und 7 = cx) kann durch die Koppelung mit dem Kreisel keine Verânderung 
eintreten. Denn fur die unendlich lange Période der Wellen, y = 0, tritt an 
Stelle der erzwungenen Schwingung die auf pag. 805 bezeichnete Gleich- 
gewichtslage, unabli'ângig davon, ob der Kreisel rotiert oder nicht. In 
Ûbereinstimmung damit wird das mit n^ behaftete Glied in (17) fur 




Fig. 125. 



selbst 0, 



so dafs sich stets ergiebt: 



= 1 fiir 7 = 0. 
52* 
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Die unendlich rasche Schwmguîig, y = oo, kaim bei rotierendeiu 
Kreisel ebensowenig eine erzwungene Sckwiiiguno- anregen, wie bei 
stiUstehendem, so dafs sicli aus (17) fur y = co ebenialls unabhiingig 



von n ergiebt: 



0. Die sâmtliclien Kurven des zii variableni 71 



gehôrigen Kurvensystems (Pig. 125) geken dalier voii deni l?uukt: 



'=1 aus und berûhreii bei y =00 a.syinptotiscli dw }/-Axe. 

Im Yorigen Paragraplien fanden wir^ dafs durch die K()})pelung mit 
dem Kreisel an Stelle der einen freien SchitFsscliwingiing nun zwei treie 
Schwingungen treteu, von denen die eine aus der urs|)riingliclion freieii 
Schiffschwingung, die andere aus der auf das Scluif iibertrageneu 
Kreiselscliwingung entsteht. Resonanzersckeinungen werd(3u auftreten, 
wenn die Période der WeUe mit einer dieser beideii l\vrioden fibereiu- 
stimmt. 

In der That ist der Nenner in dem Ausdruck (17), d(^r fur k = 
ûbergelit in: 



(19) 



diejenige quadratische Funktion von ^-, die nach GI (10) (|)ag. 804) 
versctwindet, wenn die Frequenz der Welle mit einer d(îr I^'recjuenzen 
des gekoppelten Systems zusammenfâllt. Dais dieser Neinier: 

2/ = (/— l)(j^-^v") — n^y" 

immer zwei positiv réelle NuUstellen, das System also zwcû rein perio- 
dische Schwingungen hat^ sieht man so: Im Fall n -- mt der Nenuer 
fur y-.==0 und 5/^= cx) positiv und hat die zwei Nullstellen: 

7^= 1 und 7-= ?r'. 

Nimmt n^ zu, so bleibt der Wert des Nenners fîir }/- unveriindert, 
fiir y^ > nimmt er ab, wird aber wieder ponitiv filr geuugeud 
^^ groises y^ so dais immer zwei positive 

yo n,>o n^n, j^^ug^,^!^^^^ \A^m (vgl. Fig. 126). Und 

zwar rûckt die kleiiiere der Ixndeu NuU- 
steHen bestandig in der Kichtung des 
Pig. 126. abnehmenden^ die groFsere in der llich- 

tung des wacbseiiden 7^^ folglicli wird 
schliefslich fiir n^ ^ 00 die kleinere NuUstelle zu y = 0, die gnJfsere 

ZU y = CSQ. 

Wâchst also n^ von zu positiven Werten, so gelit die Grundkurve 
{n^O) der Fig. 125 in eine Kurve mit zwei Unendiiclikeitsstellen iiber, 
von denen die eine nahe bei der schon vorher vorhandenen Unendlich- 
keitsstelle y^==^l liegt, wâhrend die andere in der Niilie der Stelle 
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y2 ^ ^2 entsteht. An. der Stelle y^ = '\y^ selbst erliâlt aber auch der 
ZaMer in dem Ausdruck (19) eine Nullstellej so dafs also die Ampli- 
tude \A\ immer dann verscliwindet^ wenn die Welle in Eesonanz mit 
der freien, miverânderten Kreiselsckwingung steM. Im Falle w^ = 
liatten sich die UnendliclikeitsstelLe und NuUstelle von \A\ bei y2=î;^ 
gegenseitig zerstôrt. 

2. Fallunterscheidung ^?^ ^ 1. Es sei die aus y = 1 ent- 
stehende Unendliclikeitssteile mit y^ , die ans y=v entstehende mit y^ 
bezeicbnet; wir unterscbeiden nun die zwei FâHe: v^>l (Fig. 125) imd 
v^ <C.l (Fig. 127), je nacbdem die Période der freien Kreiselschwiîiguïig 
kiirzer oder Tanger als die der freien. Schiffsschwingung ist. Es sei 
hier vorlâufig bemerkt, dafs sicb dièse Unterscbeidung auch spâter bei 
der Diskussion der freien Scbwingungen als wesentlicb erweisen wird. 

Nacb der Bemerkung zur Fig. 126 ist im ersten FaU. y^^ < 1, 
72^ > v\ Die Amplitude wâcbst daher von ibrem Anfangswert | A/c I = 1 
fur y = an und wird fur den Wert y^ = y^^ unendlicb. Dieser ist um 
so kleiner, liegt also um so weiter von dem ursprunglicben Pol ^- == 1 
ab, je grôfser der Eigenimpuls des Kreisels ist. Von y = yi ab nimmt 
die Amplitude ab und wird zu an der SteUe y = v, wo die Kui-ve 
in Fig. 125 die y -Axe beriikrt. Die Amplitude wâcbst wieder flir 
grôfseres y und wird nocb einmal unendlicb an der Stelle y === y^- 
Dabei ist y^ um so grôfser, je grôfser n^ ist. Fur den GrenzfaU n = oo 
wûrde (wie scbon bemerkt) der Pol y^ nacb 0, der Pol y 2 nacb 00 
rûcken, und es wûrde fur jeden von und 00 verscbiedenen Wert von 
y die Amplitude werden. 

Nacb dem Vorbergebenden ergiebt sicb, dafs es, im Hinblick auf 
die erzwungenen Scbwingungen^ gûnstig ist, den Kreisel so aufzubàngen, 
dafs seine freie Pendelscbwingung môglicbst in Resonanz mit dem 
WeUenzuge stebt, d. h. v ^ y wird. In diesem FalLe w'âre die er- 
zwungene Scbwingung beim Scbiff ûberbaupt verscbwunden. Fur die 
Amplitude und Phase der erzwungenen Scbwingung des Kreisels ergâbe 
sich dann aus (15) (pag. 807): 



= __L-i/i: 



d. h. die Amplitude der erzwungenen Kreiselscbwingung wâre um so 
kleiner, je grôfser der Eigenimpuls des Kreisels gewâblt ist^ in der 
Phase mûfste die Scbwingung um eine Viertel-Periode gegen die WelLe 
verzôgert sein. In dieser Phase und Amplitude einmal angeregt, kann 
dann die Kreiselscbwingung immer gerade das entgegengesetzte Moment 
auf das Scbiff ausûben als die Welle, so dafs das Scbiff, abgesehen 
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y=0 y=o y=:l 



l'ig. 127. 



Ton anderen TJmstânden, in Ruhe bleibt. Die Notwendigkeit, eines 
grofsen n folgt Mer analytiscli daraus, dafs fur kleines n die Ampli- 
tude der Kreiselschwingung sekr grofs werden miUste, iiiid damit die 
Zulâssigkeit unserer Ableitung, die ja nur kleine Ausschlage voraussetzt, 
fortfâUt. 

Da wir es aber ûberbaupt nicht mit einer liarmonischeu Welle 
zu thun haben, sondern mit einer tjbereinanderlagening melirerer, niid 
andererseits die freie Kreiselschwingung nie ungediinipft ist, so kann 

Iblgimg dièses Priiizips 
gar keiue I{,ed(i sein. 

Der zAveite Fall^ ^-< 1 
(s, Fig. 127), ist nur da- 
durcli vom ersten ver- 
scliieden, dais di<^ Ampli- 
tude zun:l(*.liHt iïir den 
Wert }'2 < V uîuuKllicli 
wird, (lann fiir y = - /; < 1 
Niill; wie ini erst(»n Fall. 
Von hier ab wâchst sie mit wachsendem y und wird nocli einnial un- 
endlich fur einen Wert y^ > 1, nimnit dann schlieCslieh wieder ab, uni 
fur y = oo Nul! zu werden. Dabei riickt jetzt mit wachseuden! rr der 
Pol y^ von der Stelle y^v ans immer mehr nach liin^ der Pol y^ 
von 1 ans immer mehr nach oo. 

3. Polgerungen ûber die Wirkung von n. Uni nun einen 
Mafsstab fur die Gûnstigkeit der Koppelung mit deni Ivreiael zu ge- 
winnen, haben wir in Fig. 125 und 127 die Kurven fdr endliches n 
mit der Grrundkurve fur w = zu vergleicheii. Fragen wir zaniichst 
nach den Wellenlângen, fur die die Amplitude (il)orhaupt nicht ver- 
ândert wird, also A^^ A^ ist. Auch hierbei setzen wir vorlriufig 
h = voraus. 

Wir erhalten aufser den SteUen y -=" und y == oo noeh weltere, 
die nach (18) und (19) durch die folgende Gleichung bestimint sind: 

2(/-l)(r-t;0-^y=0. 

Es giebt zwei positive Werte von y% die dièse Bedingung er- 
ftillen, sie sollen y' und /'^ heifsen. / und /' sind also die Ab- 
scissen der Punkte, in denen die Kurve von beliebigem n dicy'enige filr 
n-0 schneidet. Dann liegt / ersichtlich zwischen 1 und y,, y" 
zwischen v und y^. Wir entnehmen den Fiffuren: 
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Filr aile Wellen, deren Fréquent zwischen y und y[ Uegt, isf die 
Wirkung des Kreisels eine gilnstige, d, h. die Amplitude der ersivungenen 
Schwingungen wird durch ihn verringert Filr aile anderen Wellen da- 
gegen ist die Wirkung eine ungilnstige. 

Insbesondere ist klar: An der Stelle y^ = 1^ d. li. in der Wàhe der 
Resonanz mit der freien Schiffsschwingung "bei ausgeschaltetem Kreisel, 
ist die Wirkung immer eine giinstige. Sicher ist auch das ganze Gebiet 
zwisclien ^^=1 und y^ = v^ gûnstig beeinflufst^ da fur y^=v^ nocb. 
A=0 ist. 

Demnacli sehen wir aucb.: Ist v^ > 1, so enthàlt das gilnstig leein- 
flufste Gébiet im Wesentliclien Wellenlàngen mit y^>l, ist v^<Cl, so 
enthàlt es im Wesentliclien Wellenlàngen mit 7^ < 1. Bezûglich der 
Impulsstârke folgt: Durch Vergrb fserung von n^, also des Eigen- 
impulses, wird das Gébiet nach heiden Seiten hin erweitert, indem die 
Stellen y, y" den Polen y^, y^ nachfolgen, 

Nach dem Vorliergelienden kônnen wir die gûnstige Wirkung des 
Kreisels auf die erzwungenen Scliwingungen darin erblicken, dafs er, 
bei geeigneter Aufhàngung, die Fréquent der Eigenschwingungen des 
Schiffes moglichst von der Fregumiz der Wellen entfernt^ also schàdliche 
Besonan^ivirkungen ausschaltet. 

4. Abbângigkeit von der Bremsung k. Wir gehen nun dazu 
ûber, die bisher vernacbrâssigte Dâmpfang k mit zu berûcksiclitigen. 
Wir kônnen ihre Wirkung leickt dadurch diskutieren, dafs wir die 
bisher erhaltenen Figuren entsprechend modifizieren. 

Bemerken wir zu dem Ende, dafs der vollst*ândige Ausdruck (17) 
des Amplitudenwerts^ wenn wir y = | A/c ^ setzen und den Nenner 
heraufmultipliziert denken, sich folgendermafsen schreiben lâfst: 

(18 c) fit/,?) + ^' g {y, y) = 0. 

Hier bedeutet f{y,y) = eine der vorher gezeichneten Kuryen^ wie 
sie einem bestimmten Werte von n im Falle k = Q entsprachen. Fur 
fc = 00 andererseits haben wir g(y, y) == 0-^ dièse Kurve mufs mit 
unserer ,,Grundkurve" fur n = ûbereinstimmen, wie man leicht nach 
(17) bestâtigt^ da ja ein unendlich stark gebremster Kreisel ebenso un- 
wirksam ist wie ein nicht rotierender. Die Schnittpunkte der beiden 
Kurven f=0 und ^==0 wurden soeben mit y\ y" bezeichnet; durch 
sie mufs uach (18 c) auch die Kurve fur ein beliebiges k hindurchgehen. 
An diesen zwei SteRen y\ y\ die aber ûbrigens von dem Wert n^ 
und v"^ abhângen, hat also die Dâmpfung keinen Einflufs auf die Ampli- 
tude der erzwungenen Schwingung. Pur die anderen Werte von y'^ ist 
nur zu beachten, dafs sich \A\c^ als lineare Funktion von W mit wachsen- 
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dem l^ bestandig in gleichem Sinne venindert, uiid fur keinen endlichen 
positiven Wert von ¥ verschwindet oder luiendlicli wird. Wir erbalten 
also das Kurvenbûscliel, das zu einem festen n" iind 'ir iiiul variablem ¥ 
gebort, wenn wir die entsprecbiende Kurve in Fig. 125, hezw. 127 
kontinuierlicb in die Grundkurve l=oo uberfilhreii (vgL Fig. 128). 

Dabei uiiouit die 
("^z î MM I \k^0 ( )r(linate libéral! zu, 

wo sie kleiner aïs 
die dcr Gruiulkurve 
(18) war^ ûl)orall 
ab^ wo sie griU'ser 
als dièse war. Also: 
Durci i die Breni- 
simgk ivird die Wir- 
. kimg des Jùrisels 
ai(f die AniplUiide 
der ermviuKjenen 
ScJiwingung Uherall àbgeschwàcU. War die Wirkung obiie Dliniplang 
gûnstig^ so wird sie ungûnstiger dureb die Dainpfung, war sie 
dagegen ungûnstig, so wird sie gunstiger. Deumacb k()nneu wir 
jetzt erst recbt das Résultat formulieren: I)ic gunstige WlrLung des 
Kreiséls auf die er^wungenen Sehwingungen hesteJd ntir dariu^ dafs er 
die Fréquent der freien ScJiiffsehwingungen hei geelgneler Aiifhiingimg 
und geeignefer Impulsstàrlce mbglichst von der Fréquent der Wellen ent/end. 
Wir finden darin den ersten Teil der am Ende des voi'igen Para- 
grapbien (pag. 808) aufgesteEten Bebauptung bestiltigt, dais iiainlieh 
fur die erzwungenen Scbwingungen die Tràgheitstvirhungeii des Kreiséls 
der mafsgelende Fdldor sind, wâbrend die Dampfung dic^ Wirkiuig hier 
nnr abschwâebt. Voraussetzung fiir das reine Auftreten der er/Avangenen 
Sckwingungen ist aber, wie wir nocbmals betonen, daCs die freien 
Scbwingungen dureb die Bremse genugend abgedjlmpft sind. 

B. Preie Scliwin^im^^en. 

1. Hauptscbwingung und Nebenscbwingung. Im Folgonden 
haben wir nacb Scbwingungsdauer und Dampfung der durcli den Scbifïs- 
kreisel abgeânderten freien Scbiffsscbwingungen zu fragen, d. h. die 
Wurzeln der Grl. (10), pag. 804: 

(10) (iS^ - 1) (^2 _ i^^ _ ^2) _ ^2^2 _ 

bei variablem n^, v^, Te zu diskutieren. Wie scbon im vorigeu J^ira- 
graphen (pag. 802) bemerkt, treten an SteUe der eiuen freien Schifïs- 
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schwmgiing durcli Koppelung mit dem Kreisel zwei auf. Die eine ist 
aus der eigentliclien Schiffsschwingung entstanden (Hauptschwingung)^ 
die and ère ans der freien Pendelung des Kreiseiralimens und dnrcti die 
Koppelung mittels des Eigenimpulses auf das Schiff ûbertragen (Neben- 
schwingung). 

Wir kônnten dièse Gleicliung 4. Grades, deren konjugierte Wurzel- 
paare die Schwingungen bestimmen^ algebraisch auflôsen. Fur die 
Diskussion w'âre damit aber wenig gewonnen, insbesondere w'âre ans 
der komplizierten Form der Lôsungen kaum zu sehen^ wie sich die 
beiden Schwingungen aus der urspriingliclien Scbiffs- und Kreisel- 
schwingung bei wacbsendeni n^ stetig ableiten. Wir benutzen daher 
besser ,,Kontinuitâtsmetlioden^^. 

Fur den d'âmpfungsfreien FaH h = K = Q haben wir bereits in 
dem Absclinitt ûber die erzwungenen Sehwingungen, S. 812^ an Fig. 126 
erkannt, dafs von den beiden Scb-wingungen^ Haupt- und Neben- 
scbwingung^ die rascbere mit wachsendem n^ immer nocli weiter be- 
schleunigt^ die langsamere weiter verzôgert wird. Die Période der 
Schiffsschwingung wird also in diesem Falle verrângert, wenn die Période 
der Kreiselscbwingung kûrzer war, verkûrzt, wenn sie langer war^ als 
die der Scbiffsscbwingung. Dem entspracb die Bewegung der Pôle in 
den Resonanzkurven, Fig. 125 bezw. 127. ScbliefsHcb wurde fur un- 
endlich grofses n^ die Période der einen Scbwingung 0, die der 
anderen oo. 

Berûcksichtigen wir die D'âmpfung, so mûssen wir die Wurzeln, 
statt wie in Fig. 126 âls Punkte der reellen Axe^ als Punkte einer 
komplexen Ebene x + iy darstellen. Der réelle Teil x bezeiclinet dann die 
Frequenz, der imagin'âre iy die Dâmpfung, so dafs 2:ity/x das logaritk- 
mische Dekrement bedeutet^ Solange die Schwingung nickt aperiodisck 
gedâmpft ist. Wir konnen dann natûrlick nicht mekr die einfacke 
Schlufsweise wie bei Fig. 126 tiber den Verlauf der Wurzeln anwenden. 

Dafs jetzt keine der Wurzeln von (10), wie im dâmpfungsfreien 
Fall, rein reeU. sein kann (auck wenn K=0 ist, ausgenommen fur 
n^ =^ oder n^ = oo), wird sich in der folgenden Diskussion ergeben. 
Beide Sckwingungen sind also gedâmpft. Dock sind rein imagin'âre 
Wurzeln, also aperiodisck gedâmpfte Sckwingungen, môglick. Negativ 
imaginâre Wurzeln dagegen, d. k. ein aperiodisckes Anwacksen des 
Ausscklags v©n Sckiff, bezw. Kreisel, sckliefst die Form der Gl. (10) 
aus, da eine negativ imaginâre Wurzel die linke Seite von (10) zu 
einer Summe von lauter positiven Gliedern macken wûrde. Dafs auck 
keine Wurzeln mit negativ imaginârem Teil, also anwacksende Sckwin- 
gungen, existieren, werden wir gelegentlick der nâkeren Diskussion 
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(vgl. pag. 824) noeh. zeigeii; es lâfst sicli ûbrigens ohne Beweis vorlier- 
sehen, da solche Losungen «mit der immer negativen Dissipationsfimktioii 
im Energieprinzip, pag. 801, nicht yertnlglicli wareii. 

Um die beiden Scliwingungeîi in den Wurzeln zu iintersclieiden, 
soll im Folgenden das zur HaupiscJnvingung geliôrige Paar iinmer mit 
§^^2, das zur Nébensàiwingung gehôrige mit t/^^ bezeichnet sein. Fur 
^2 == ist dann 

ik ,1/2 ^'"" 

Die 4 Wurzeln beschreiben bei variablem n- Bewegungskurven in 
der komplexen Ebene, die wir zu untersucben luiben. Solange die 
Schwingungen periodisch sind, werden die Kurven lïir Ç^ und g^, bezw. 
ri^ und 9^2 symmetrisch zur imaginâren Axe'^*); bei aperiodiscliem Ver- 
lialten fallen die Kurven in die imaginare Axe zusaminen. 

2. Nâberung fur kleinen und grofseu InipuLs. Wir suchea 
zun'âclisty wie sich die Wurzeln von (10) venindern, wenn 'ir von zu 
einem kleinen positiven Wert iïbergeht, wobei der grcVlseren UberBiclit- 
licbkeit halber wieder K=^Q angenomnien werdcm soll. Wir benierken 
aber gleich, dafs die folgende Méthode sich ebenso im Fall K > an- 
wenden lâfst und die Resultate dann nur unwesentlicli geilndort werden. 

Die Grl. (10) kann als Gleichung fur das Paar f^Ç^ geschrieben 
werden: 

Wir suchen die Wurzel t,^, die aus der Wurzel Ç, = + 1 entsteht, 
setzen demnacb auf der recbten Seite als erste NiLherung Ç « 4- 1^ 
und erbalten daraus die z-weite Nâberuno;: 



k-+y 



1+ 



-v^ — ilc 



Die Quadratwurzel ist nacb n^ entwickelt und nur das erste Glied be- 
rûcksiclitigt. Ebenso vrird: 



Daraus folgt: 






*) Eiû Wurzelpaar von der Form a + ib, ~~a + ib soll „konjugiert reell", 
in Analogie zur Bezeichnung „konjugiert imaginâr" heiisen. 
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War die ScMffssehwingung ungedâmpft, so wird sie iei ivachsendem n^ 
gedâmpft 

Die Freqîiem der Maiiptscliivingung nimmt àb oder zu, je naclidem 
die Frequenz der Kreiselschwingung grofser oder Tdeiner (v^ ^ î), ois die 
der ScMffsschzvingung tvar. 

Wir best'âtigeiL auch wieder, dafs die Wirkung des Kreisels ver- 
scîiwindet, wenn die Dâmpfang h unendlicli wird. Andrerseits yer- 

schwindet der Dâmpfungszuwachs — __ j^^-j^y. natûrlich auch, wenn 

^ = ist. Zwischen h = und /c = oo mufs er also ein Maximum 
liaben; die Differentiation des genaiinten D'âmpfungszuwaclises ergiebt, 
dafs dièses fur den folgenden Wert von h eintritt: 

Wâhrend die Hauptsckwingung an D'âmpfung zunimmt, nimmt 
die Dâmpfung der Nebenschwingung von ikrem urspriingliclien Wert ^^/2 
ans (vgl. pag. 818) ab, da die Summe der Dâmpfungen, d. h. die Summe 
der 4 Wurzeln oder der Koeffizient von — i^'^ in (10) konstant bleibt. 
Der ScMufs ist naturlicb entsprechend zu modifizieren fur den in der 
Praxis meist vorkommenden Fall aperiodisch gedâmpfter Neben- 
scKwingung. 

Pragen wir endlicb noch, wie die Période der Kreiselpendelung, 
also v^, zu wâhlen sei^ damit die Dâmpfung der Hauptsckwingung bei 
festem Je môglicbst rasch mit oî^ zunimmt. Offenbar wird, ausgenommen 
den Fall ]c=-0: ., 



(1_^2)2_|_;^2 



y = 



ein Maximum, wenn v^ = 1 gewâblt wird, also freie Kreiselpendelung 
und Scbiffsschwingung in Resonanz standen (vgl. den Zusatz zu § 4, 
pag. 809). Solange die Neben- 
sehwingung niclit in Betracht 
kommt, ist also, wenigstens bei 
binreicbend kleinen Werten von 
n^^ mit v^=l die giinstigste Âuf- 
hângung des Kjreisels gefunden. 
Nacb dem Vorbergehenden 
bewegt sich bei kleinem n die 
Wurzel ti von 1 aus (Fig. 129) 
in der Riclitung des waclisenden y 
und des waclisenden oder abnehnienden x^ je nachdem v^ ^ 1. Wir 
suchen nun noch das Ende unserer Bewegungskurven, d. b. das Verhalten 
der Wurzeln fur den Grrenzwert des Eigenimpulaes n^ = oo. 
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Fur einen solchen kami die 61. (10) erfiillt sein diircli eiu Wurzel- 
paar /3^ = 0, wobei wir zanâchst offen lassen, ob dièses Wiirzelpaar zaî 
der Hauptscliwinguîig g oder der Nebenschwiûguiig i] gelith-t; als zweite 
N'âhemng erh'âlt man dann: 



v' 

n^ 



Ein zweites mogliches Wurzelpaar ist /3^ = cx). Fiir die y.weite Nateriing 
erh'âlt man tier: 

also: 



^ = Y±l/-Ç + (l+'r + ,r). 



Wie im dâmpfungsfreien PaU liaben wir also fur imeiidlidi grol'sen 
Eigenimpuls in erster Nâherung die freien Freqiienzen und oo. Die 
erste Sebwingung ist anch in zweiter Nâherung uîigedilinpft, die zweite 
hat die Dâmpfungskonstante h/2 wie im Falîe n == 0. 

3. Verschiedene Moglichkeiten des U b e r g a n g e s 
von kleinem zu grofsem Impuis. Je nach don Verhaltnissen ist es 
nun erstens môglicb, dafs die ursprûngliclie Schifï>;schwingiiiig bei 
wachsendem n scLliefslieh in die diimpfuDgsfreic mit dca* l^'rcHjuenz 
stetig ûbergelit. Dann wiirde die Dâmpfimg fur einen gewisseii Wert 
von n ein Maximum erreicheU; liber das man durcli VergrivrHBrung des 
Impulses nicht mebr hinauskommen kann (vgl. die Kurven im Qua- 
dranten I der Fig. 129; in dieser ist k konstant zu denkcii^ n variiert 
auf der einzelnen Kurve von bis oo^ v wechselt von Kurve zu Kurve 
als Parameter der Schar). Es wâre aber anch moglicli, dais die Scbiffs- 
scliwingung stetig in die unendlicli rasche Scliwirigung iibergehfc, die 
dann die voile Dâmpfung der Kreiselschwinguug ubcirnommcii biltte, 
wie in den Kurven des Quadranten II der Fig. 129. Endlicli ist es nocli 
môgKch, dafs von einem stetigen Ûbergang liberbaupt iiicbt mebr ge- 
sprocben werden kann, wenn fur einen gewissen Wert von n t^twa die 
beiden Scbwingungen in Dâmpfung und Schwiugutigsdaucr iiberein- 
stimmen und dabei ihre RoUe teilweise vertausclien, wobei eine Kurve 
deijenigen Art entstebt, die in Fig. 129 die Quadranten trennt. Dieser 
Fall tritt ein, wenn ^ = 1, also im Anfang die Frequenz der freien 
ungedâmpften Kreiselpendelmig mit der der Schiffsscliwingung ubereiu- 
stimmt, wâhrend die erste Moglichkeit durch ^> 1, die zweite durcK 
^ < 1 realisiert wird, wie in der Figur angedeufcet ist. 

In Fig. 129 stellen die Kurven des III. und IV. Quadranten die zur 
Nebenschwingung gehorigen Wm-zelwerte dar, und zwar so, daCs j(i die 
Kurven der Quadranten I und III bezw. Il und IV zu -leicbem v' 
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gehôren. Da A, "wie liervorgelioben , fur aile Kurven der Figur das 
gleiche ist, begmnen die Bewegungskurven der Nebenscliwmgnîigeîi 
sâmtlicli filr n = in Punkten der borizontalen Geraden y == h/2, und 
zwar an Stellen^ die von v abliangen; nnr bei kleinem v, wenn die ur- 
sprûnglicbe Kreiselpendelung aperiodiscb war^ setzt die Kurve auf der 
imaginâren Axe ein. Wegen der Bedentung yon v im aperiodiscben 
Falle, wo wir niclit mehr vom Verbâltnis der Scliwino:un2:szablen 
scklecbtweg sprechen kônnen, vgl. die Anm. zu pag. 804. 

Da gerade von diesen verscbiedenen Môgliclikeiten des Ûberganges, 
wie leicbt ersicktlich, der Grad der fur die Scliiffsscbwingung eiTeich- 
baren Dâmpfung abbângt, und damit die Giinstigkeit der ganzen Ân- 
ordnung, so wollen wir sie im Polgenden nâber untersucben, wobei wir 
den genauen Beweis fur die vorangestellten Bebauptungen nacbtragen 
werden. Bezûglicb der zu wâhlenden Impulsst'ârke kônnen wir ein 
Résultat scbon jetzt feststellen: Haben wir einen Verlauf der Wurzeln 
wie im I. Quadranten^ so erreicbt die Dâmpfung der Scbiffsscbwingung 
fur einen gewissen Wert von n^ ein Maximum, und es wird daher 
binsicbtlicb der Dâmpfung schâdlich, den Impuis liber diesen Wert 
binaus zu vergrofsern. Haben wir dagegen eine Kurve im IL Qna- 
dranten, so kann die- ScbiJffsscbwiugung bei genûgend gesteigerter 
Impulsstârke die voile Dâmpfung le der Kreiselpendelung ûbernehmen, 
und es ist dater zu erwarten, dafs die Dâmpfung bier anfangs 
viel rascber mit wacbsendem n^ anwâcbst als im. ersten FaU. Fur 
grôfseres n'^ aber wird, wie ein Blick auf Fig. 129 zeigt, die Dâmpfung 
nur nocb langsam wacbsen; dagegen ist es hier unerwiinscbt, dafs 
die Frequenz der Schiffsscbwingung ebenfalls bestândig zunimmt. Somit 
wird es aucb hier eine obère Grenze fur den Impuis geben, ûber die 
hinaus eine weitere Steigerung hinsichtlich der Dâmpfung zwecklos, 
hinsichtlich der Frequenz schâdlich wird. Dafs aber gûnstige mittlere 
Werte bestehen, bestâtigt die numerische Berechnung in Ubereinstim- 
mung mit der Erfahrung. 

4. Quantitative Bestimmung der Wurzeln bei beliebigem 
Impuis. Differentialgesetz fur die Wurzelbewegung. Wir 
iintersuchen nun dièse Verhâltnisse durch Weiterfûhrung der fur n^ == 
und n^ = oo verwandten Nâherungsmethode. 

Die Gl. (10) lautet ausgeschrieben: 

/3^ -iÇk + K)p' _ (1 + î;2 ^ JcK+n') p' + i (Kv'- + A) /3 + t;^ = 0. 

Ans den Koeffizienten dieser Gleichung folgen fur die Wurzeki 
folgende Beziehungen, denen wir gleich eine geeignete Form geben: 
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t^t, + V1V2 + ai+ y (^t+ ^-^) = - (1 + ^^ + kX+fr) 

Mit Rticksiclit auf die Realit*âtsverliâltnisse setzen wir fiir Produkt 
und Summe: 

Hier bedentet s bezw. ^ den Dampfungsfaktor, l/j? bezw. |/:n; die 
augenblickliclie ^dâmpfungsfreie" Frequenz der beiden Scliwinguiigen, 
d. h. diejenige Frequenz, die fur 5 = bezw. o"* = vorhandeii wiire. 

Aus den obigen Grleichungen folgt daim durch Differentiation 
nach n^j da n^ nur im Koeffizienten von ^^ Yorkommt (die Stricbe 
bezeielineii die Differentiation nach fr): 

s +6' =0 

6s' + sa' +p + Tt = 1 

Tts' + p6' + 6p + sut' = 
:Jtp + p%' =^ 0. 

Endlich liefert die Auflôsung dieser linearen Gleichungen fur die 
Differentialquotienteii; wenn A die Déterminante des Systems bezeiclmet, 
folgende Formeln: 

(A- s' = —pô + :!ts 



(22) 



Dabei ist 



(23) 



A • jr'== 7t{p — %) 

1 

s 1 





1 

a){p6 • 



1 1 

a S 

A = 

7C p 6 

7t ^ 

== — (p — JC)' + (5 — a) (J)0 — Tts). 

oàer, wenn wir aus (21) einsetzen: 

A^^{tit2- niv,y + [(êi + Q - {vi + %)] Ik t, (% + V,) - % % (^x + y] 

=--(?!- Vl) (tt - %) (?2 ->?l) (?2 - %). 

Die Déterminante verschwindet also nur dann, wenn eine Wurzel 
des Paares Ç^^g mit einer des Paares Tj^rj^ zusammeniaUt. Solange 
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dieser Fall niclit eintritt, behâlt sie ihr ursprûngliclies Yorzeichen bei 
Abânderung voa n^ stândig bei. Nur in jenem Ausnabmefall kann die 
Ânderung der Grôfsen p, %, s, mit n^ unstetig werden, andernfalls 
findet ibre Ânderung mit stetigem Fortschreitnngssinne statt. 

Die Formeln (22) gestatten nun^ mit Rûcksicbt auf dièse Be- 
merkung, die Bewegungsknrven der Wurzeln bei variablem n^ zu dis- 
kutieren. Pur ibre wirklicbe Berecbnnng werden wir n^ von ans- 
gehend, um Heine Werte è{n^^ wacbsen lassen und die Àndernngen 
von jP, 7tj s, 6 fur dièse Intervalle als linear betracbten, nacb dem Bei- 
spiel der „mecbaniscben Quadratur^^. Man erbâlt in dieser Art jedenfalls 
in yiel rascherer und ûbersicbtlicberer Weise die Wurzeln fur eine kon- 
tinuierlicbe Reibe von Werten des Impulses n^, als durcb direkte^ 
numerische Losung der Gleicbung vierten Grades. 

Die Gleicbungen (22) liefern zunacbst nur die reellen Grôfsen 
2>; ^y Sy 6. Man gebt von ihnen aus zu den Wurzeln selbst ûber durcb. 
Auf losung der quadratiscben Gleicbungen fur dièse Paare: 





t' 


— isi- 


-p- 


= 




,&2 = 


— 16 r] ■ 


— 31 = 


= 0, 


k. 


-ï+i^ 



also 

(24) ^ _, 

Fur den Ausgangswert ^^ = baben die Grôfsen (21) die Werte: 

(25) j?? = 1; ^ = 'y^• s^ K- 6 = Je, 
so dafs wegen der Kleinbeit von K annâbemd wird: 

(25 a) A == - (1 - v^y - Jc\ 

Hier sind p und ut positiv und bleiben aucb bei wacbsendem n^ 
positiv, da nacb (20) und (21) ibr Produkt den unverânderlicben Wert v^ 
bat. Die Déterminante A ist nacb (25 a) fur ^^ = sicber negativ, 
bleibt also negativ, Solange nicbt eine Wurzel des Paares Ç mit einer 
des Paares ri zusammenfâllt. Wir werden zunacbst^ wie in Fig. 129, 
annehmen, dafs die Koppelung nicbt ausreicbt^ um die Scbiffsscbwingung 
aperiodiscb zu macben. Dann ist mindestens eines der Wurzelpaare ein 
konjugiertes Paar, und ein ZusammenfaUen kann daber nur eintreten, 
wenn die beiden Paare voUstândig zusammenfallenj also p = Jt, s = 6 
ist. Tritt dieser FaU nicbt ein^ so bleibt die Déterminante A immer 
negativ. 
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Wie wir endKcli nocli bemerken, lafst sicli aus den Gleiclmngeii (22) 
leicht zeigen, dais die Grôlsen s nnà 6 nie negativ werden, die beiden 
Scliwingungen also nicht zeitlich anwaclisen konnen, und dalier die 
Méthode der kleinen Schwingungen wirklicli anweiidbar bleibt. Demi 
es ist fur keinen endlichen Wert von n^ môglicli, dais p oder % zu 
bezw. oo werden, da die Gleickung (10) niir fur unendlicb grolses n- 
Terscliwindende oder unendlicb grolse Wurzeln habeii kaim. s imd a 
waren nim fur kleines n^ positiv^ dann folgt aber aus den Gleichungen (22) 
wegen des negativen Wertes von A, dais s sowolil als o^ immer an- 
wachsen wiirden, wenn sie einmal sehr klein geworden waren. Daher 
ist es fin- keinen endlicben positiven Wert von n^ mogiich, dafs eine 
der Grrôfsen s oder a verscliwindet und weiterhin negativ wird. Bei 
diesem Beweise ist stillscbweigend vorausgesetzt, dais A niclit ver- 
scliwindet', dieser Ausnalimefall, von dem bereits soebeii die Rede war, 
tritt fur ^j^ = 1 ein und wird in Nr. 6 besonders beliandelt. 

5. Allgemeiner Verlauf der Wurzelbewegung bei v" ^ 1. 
Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen ist der Verlauf der Kurven 
(Fig. 129) leicht zu diskutieren. Dabei ist zu beachten, dafs in dieser 
und den folgenden Figuren die Abscisse x nicht die Grolse p bezw. % 

selbst vorstellt, sondern die Prequenzen y p^ "^ ( «^ ) ? ^^^^^'^'^- 1/ ^^' ~ ( u> ) -, 
4ie aber âlinliclien Verlauf wie p bezw. it selbst haben.'^') Die Glei- 
cbungen (22) legen es nalie, zu unterscheiden, ob zu Anfang jc —p ^ 
war, d. i. nach (25): 

Sei zunâchst 

v'>l; 

also die Kreiselpendelung rascher als die ursprungliclie Schillsschwingung. 
Aus den Pormeln (22) folgt dann, dais, solange A negativ ist, p 
negativ, %' positiv wird, p nimmt also von deni Wert 1 aus ab, 
ut von dem Anfangswerte v^>l aus zu, so dais nicht jt) -= Jt werden 
kann. Also kann die Déterminante A nicht verschwinden und dahtïr 
nimmt p bestândig weiter ab, 3t bestandig zu. Dann mufs sclilielslich 
(nach Fig. 129) fur grofses n^ die Hauptschwingung in die ungedampfte 
Schwingung mit der Frequenz 0, die Nebenschwingung in die gedîinipfte 
mit der Frequenz oo ûbergehen. Der Fall v^ > i entspricht also, wie 

*) Entsprechend dem in der Praxis vorliegenden Fall ist m den Figuren 130 
mxà. 131 die freie Kreiselpendelung als aperiodiscli gedilmpft angenommen, die 
beiden Wurzebi ri liegen dann bei kleinem ^~ auf der imaginaren Axe. Nur in 
Fig. 129 sind der gxôfseren Deutlichkeit halber auch periodische Fillle der Neben- 
schwingung gezeichnet. 
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frûiier bereits ohne Beweis angegeben, der ersten der auf S. 820 nnter 
Nr. 3 besprochenen MoglichkeiteiLj die zugebôrigen Knrven liegen im 
I. und III. Quadranten. Bie Dàmpfung der Hauptsehwingung muji fur 
einen Wert von n^ ein Maximum erreichen^ dann wieder dbnehmen. Die 
Formein (22) bestâtigen dièses Verbalten, denn in der Gleichung fiir s 
iiberwiegt fur genûgend grofses rî^ das Glied mit dem bestâiidig an- 
wachsenden Faktor tc^ so dafs, wegen des negativen Wertes Yon A, 
scbliefslicb s wieder negativ werden mufs. Die Dâmpfang 6 der Neben- 
sciiwingung, die durcli Funkte im III Quadranten dargestellt ist, er- 
reiclit damit gleicbzeitig einen Minimalwert und w'âclist dann wieder 
zu ihrem urspriingliclien Wert (? = Z; an. 
ImFaU ^,^1^ 

d. h. wenn die Kreiselpendelung langsamer war als die Schiffsscbwingung, 
folgt ans (22), analog dem FaU v^ > 1;, dafs p bestândig vom Wert 1 ab 
weiter zunimmt, dagegen %^ von «;- < 1 beginnend, bestândig abnimmt. 
Daber gebt jetzt (nach Fig. 129) fur grofses n^ die Hauptsehwingung in 
die Schwingung mit unendlich grofser Frequenz ûber, die aber jetzt die 
Tolle Dàmpfung h ûbernommen bat, die Nebenschwingung nâhert sich 
der dâmpfungsfreien mit der Frequenz 0. Wie oben schon behauptet, 
entspricht also der FaU «;^ < 1 der zweiten der auf pag. 820 genannten 
Môglichkeiten, und es gelten bei dieser Anordnung die dort gemachten 
Bemerkungen. Die Formein (22) bestâtigen^ dafs in dem Ausdruck fur 
s jetzt immer das Grlied mit der bestândig anwachsenden Grofse p 
ûberwiegt, also s immer zunimmt. 

Thatsâchlich kommt natûrlich nur ein kleiner Teil der so be- 
schriebenen Kurven in Betracbt, da ja die Grofse von n^ scbon durch 
technische Schwierigkeiten begrenzt ist. JedenfaEs aber wird nach der 
obigen Diskussion eine grofsere Dàmpfung der Hauptsehwingung zu 
erreichen sein, wenn die Konstruktion des Kreisels so gewâhlt wird, dafs 
er ohne Rotation langsamer schwingt als das Schiff. AUerdings wird 
dann zugleich die „dâmpfungsfreie" Frequenz der Hauptsehwingung {p) 
erhoht, was schliefslich auch zu einer unerwûnschten Erhohung der 

wirklichen Frequenz rc = l/^^-— j fûhren muB^ wâhrend fiir mittlere 
Werte von n die wirkliche Frequenz wegen der wachsenden Dàmpfung 
doch abnehmen kann. Andererseits ist es vorteilhaft, dafs die in 
der Praxis immer aperiodisch zu wâhlende Nebenschwingung fur 
grofsere Werte des Impulses aperiodisch bleibt, wâhrend im Fall ^^ > 1 
die Nebenschwingung viel frûher periodisch wird. Erst fur grofses ri^ 
wird die Nebenschwingung auch im FaU v^<l periodisch, aber von 
sehr langer Période. Die numerischen Rechnungen bestâtigen die obigen 

Klein-Sommerfeld, Kjreiselbewegung. 53 
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ScMuIsfolgeruDgen; die es als gilnstig erscheinen Jassen^ den Kreisel 
mbglichst langsam, jedenfaïls nicht schneller als das Schi/f\ pendcln 
m lassen. Doch mufs er immerliin nocli ein genûgendes Schweremoment 
besitzen, "Qm trotz der Reibung nacb Aufboren von Rollbewegungen 
selbsttâtig in die vertikale Gleicbgewicbtslage ziirûckzukehren. 

6. Spezielle Bebandlung des Falles 'r==l .*) Wir liabeii endlicb 
nocb den Resonanzfall, ^^ = 1 ; zn behandeln^ in deni zu Anfang sicher 
j> == 5i; =« 1 ist. Ans den Gleicbnngen (22) folgt dann aber, dais ziinacbst 
dauernd bei wacbsendem n^ 
(26 a) ^ = :;t = 1 

bleibt. 

Denn A kann nicht versckwinden, solange nicht die beiden Wnrzel- 
paare vollstândig identisch sind, also anch 5 = <> geworden iyt. Die 
Gleichungen (22) vereinfachen sich mit |) = tt == 1 zu: 






Daraus folgt, dafs s zunimmt, ô abnimmt, bis ,s^ == a geworden ist. 
Durch Subtraktion dieser Grleichungen folgt: 

d{s — 6) __ — 2 

also 

(5 ^ (j)2 == _ 4^2 ^ const., 

wo const. ans dem FaUe w = sich nach (25) zu P ergiebt, wenn 
X= angenommen wird. 
Es ist also 

Ferner nach Gleichung (10): 

s + ^ = 7c . 
Also: 

(26b) is = ^(k-y¥~=r&)_ 

Hiemacli ergiebt sich 5 = ^ fur den Wert n'=^', fur dea also 
wegen (26 a) die beiden Wurzelpaare identisch werdeu 

Die Gleichnng vierten Grades (10) ist im FaUe ^^= 1 durch blofse 
Quadratwurzeln lôsbar. 



^ *) Die pag. 808 zitierte Beliandluiig des Problems von A. Pdppl beschrankt 
sich auf diesen mathematisch etwas leichter zuganglichen Sonderfaîl 
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Ihre vollstândige Losiing lautet nach dem Schéma (24), pag. 823, 
wegen (26 a) und (26 b): 



(27) 



VvV, = î (^ + "1/F=4^) + i/i - 1 (& + yjc^-én^y 



'Bel weiterer Vergrôfserung von n^ wûrden iinsere Werte s und 6 
selbst imaginai* werden. Es werden dann zwei andere Paare der Wurzeln 
zu konjugierten Paaren, und dièse gehen scUiefsHch wie in den F'âllen 
v^ ^ 1, in die Grenzwerte und oo ûber, wie aucb ans den obigen 
Gleicbungen (27) zu erseben ist. Von einem stetigen Ûbergang der 
Scbiffsscbwingung oder Kreiselscbwingung in eine der scbliefslicb er- 
reicbten Scbwingungen kann dann aber nicbt mebr gesprocben werden. 

Nacb dem Vorbergebenden teilt die Kurve fur den Fall v^ = 1 
die Zeicbenebene in 4 Quadranten, in die sicb die beiden Kurven- 
sjsteme fiir die Werte v^=^ly wie in Fig. 129, einzuordnen baben, 
und zwar obne dafs sicb dabei zwei Kurven schneiden. Denn da die 
linke Seite der Gl. (10) die Parameter v^ und n^ linear entbâlt, so sind 
durcb Vorgabe eines Wurzelpaares dièse Parameter eindeutig bestimmt, 
so dafs im allgemeinen nur eine Kurve durcb einen Punkt der Ebene 
bindurcbgeben kann. 

Damit dûrfte ein allgemeiner Ûberblick gewonnen sein ûber das 
Verhalten der Wurzeki fiir verânderlicbes n^. Der zuletzt bebandelte 
Fall v^ = 1 batte sicb frûber (pag. 819) als die Anordnung ergeben, 
durcb die, wenigstens bei kleinem Impuis, die stârkste Dâmpfung der 
Hauptscbwingung durcb eine vorgegebene Ejreiselst'àrke erreicbt wird. 
Aucb bei grôfseren Impulswerten bleibt v^ = 1 in der Hinsicbt die 
gûnstigste Form. Denn bezeicbnen die Stricbe jetzt die Diflferentiation 
nacb v^, bei festgebaltenem n^ und k (nicbt wie vorber nacb n^, bei 
festgebaltenem v^ und le), so folgt ans den Gleicbungen (20) und (21): 

s' + </ = 
7ts +pa + ap +S7t' = 

7cp -\-pcft' ^1 

6S' + Sô' + p + 7t' = 1 , 

Fur den ResonanzfaU, in dem nacb (26 a) ^=5r=l, wenigstens 
Solange n^<ik^/4:, folgt bieraus: 

ôs +S0' = 0, 

5'+or' = 0, 

also: s =0: 6 ==0. 
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Bei vorgegebenem n^ liaben demnach beide Dampfuiigeii im Re- 
sonanzfaH ein Extreinum, nâmlicli, wie sich in bekamiter Weise zeigen 
lâfst und schon bei Heinem n^ gefunden wurde, ein Maxiiimm bei der 
Hauptscbwingung, was erwûnsckt ist, ein Minimum bei der Neben- 
schwingung, was nnerwûnscbt ist, umso unerwûnscliter, als im vor- 
liegenden Resonanzfalle auch die Amplitude der Nebenschwingung ver- 
hâltnismâfsig grofs werden mufs. 

Eiime es nur auf die Dàmpfung der Hcmptschwmgwig an, so wike 
also die Walil v^ -=1 die gilnstigste Anordnung. ' Zii beachteii ist aber 
dann, dafs die Nebenschwingung entsprecliend rasch an Dàmpfung 
Yerliert und wegen ihrer verbâltnismâfsig starken Amplitude ancli merk- 
bar werden kann, w'âbrend fur kleinere Werte von if die Neben- 
scbwingung wegen ibrer geringen Frequenz noch viel liiiiger aperiodisch 
oder langsam periodisch bleibt und siclier nickt storend in B(ïtrii<iht konunt. 

7. Môglichkeit aperiodiscben Abklingens (l(u* Tlaiipt- 
scbwingung. Wir baben uns bisber auf den Fail hcuscbriuikt, djils 

die ScbilfecUwingano; nicJit a.peri()(liscb 
gedâmpft wird, Wie a,her luisere 



folgenden nuinerisohcm lv<H*.huungen 
zeigen werden,, ist unter (hiu in der 
Praxis vorkommendeii Vorhaltnissen 
dièse Bescbninkuiig durebauK uicbt 
notwendig, wenigstens nieht bei der 
Anordnung ?r* < 1 . 

Das Kurvenl>ild, da,s sieh dann 
im Gregensatz zu Kig. 120 orgiebt, ist 
in Fig. 130 dargestellt. k ist wie in 
Fig. 129 konstant, alxir orrcHstu- zu 
denken wie dort. Auf der <^.inzelnen 
Kurvevariiert'M, von Kiirvezu Kurvet;. 
Bei nicbt zu grorH(un v (vgl. 1 bis IV 
in der Figur) steigen die Kurvcai von 
ibrem gemeinsamen Ausgangspunkte 
auf der ^-Axe an, bis sie. die y Axe 
erreicben. Die llauptsehwingung ist 
dann aperiodiscb gewordcn. Sind 
beide Scbwingungen aperiodiscb, also 
die vier Wurzeln von • (10) rein 
imaginâr, so kann von einer Unterscbeidung der Haupt- und Neben- 
scbwingung nicbt melir gesprocben werden, da die Trennung der 
Wurzeki in zwei Paare wegf âUt. Fur sebr grofses w^ dagegen mûssen 




VI 
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Auf Kurve I ïï lïï lY V 

ist v^- = 0,25 1 1,5 4 

(iV) = Nebenschwingung. 

Die Ziffern laezeiclmen die "Werte von n^. Die 

Punkte sind nach der Méthode von ISTr. à fur 

k='J berechnet. 
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die Scliwmgungen wieder periodisch werden, da fiir n^ = oo immer 
nur die zwei periodischeri Schwingungen mit der Frequenz und (x> 
bleiben. Dabei gelit die Dâmpfung der rascben Scbwingung niclit 
ûber den Wert le hinaus, die der langsameren Scbwiïigung nach Null. 
Dementsprecbend seben wir in Fig. 130 z. B. ans der Knrve III bei 
zunebînendem n einen oberen und einen in der N'âbe des Nullpunktes 
gelegenen unteren Ast sicb entwickeln^ die beide durcb Teile der 
imaginâren ^-Axe mit dem ursprûngiichen Kuryenaste III verbnnden zu 
denken sind. 

Dafs die Aperiodizitât nur fur mittlere Werte von n^ eintritt^ 
stimmt mit unseren frûberen Bemerkungen ûberein, dafs es immer eine 
obère Grenze des Impulses giebt^ ûber die hinaus iim zu vergrôfsern 
zwecklos^ teilweise sogar scbâdlich ist. Das Aperiodizit'âtsgebiet erlaubt 
uns^ die Grenzen einigermafsen quantitativ zu diskutieren, in denen die 
Impulsstârke womôglicb zu halten ist. 

8. Gûnstige Grenzen fur Impulsstârke und Bremsstârke. 
Wâhrend in Fig. 129 und 130 le konstant^ n und v variabel war, ist 
in Fig. 131 v konstant; n variiert auf der einzebien Kurve, k von 
Kurve zu Kurve. Und zwar baben wir î;^ = 1 gewâhlt, in welcbem 
Fall sicb die Kurven am leicbtesten numeriscb bereclinen lassen. Die 
den Marken beigefûgten Zablen bedeuten die Werte Yon w^-, die Be- 
recbnung der Punkte ist nacb den Formeln der Nr. 6 ausgefûbri Dais 
die Kurven bier, abn- 

licb wie die Kurve fur c ^ .y 

v^=l in Fig. 129, eine 
Ricbtungsunstetigkeit 
baben, wennHaupt- und 
Nebenscbwingungen zu- 
sammenfallen, ist un- 
wesentlicb. Im Allge- 
meinen das gleicbe Bild 
wurde sicb fur einen 
anderen Wert von v^ 
ergeben, nur wûrden 
die Kurven in der XJm- 
gebung der KnicksteUen sîi S 30 20 ~J^: 
unserer Figur stetig 
bleiben, wie die Kurven 

fur t;^ 4= 1 in Fig. 129. Ebenso ist es unwesentlicb, und nur 
durcb die spezieUe Wabl ^^ = 1 bedingt, dafs die Wurzein sicb 
anfânglicb fur aile Werte von 'k auf demselben Kreise bewegen 



/c-^ 




X 
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(weil Mer das Produkt der zwei konjugiert reeUeii Wurzek 

^1^2 == (-^ + ^y) {-x + iy)=--l ist). 

Die Kurve I der Fig. 131 giebt den Verlauf der Wurzelîi fiir deii 
Ideinen Wert l = 2. Hier gelit fur n^ = die zur Nebenscliwingimg 
gehorige Wurzel n von dem Werte +- i aus, sic stelit auf der Grenze 
^wischen Periodizitât und Âperiodizitat und bewegt sicli mit wachsen- 
dem n^ auf dem Kreise x'^ + if -= 1. Die zur liauptsckwingung ge» 
hôrige, £;, geht vom Punkte ± 1 aus (in der Figur ist nur dii^ Wurzel 
mit positiv reellem Teil gezeichnet) und bewegt sich auf deiu niiinlichen 
Kreise nacb anfwârts. Nacb den Gleichungen (2Q), S. H2i\ falJen die 
beiden Wurzelpaare zusammen, wenn 

n- = --- = 1 

4 

geworden ist. Fur grôfseres n^ wird s und 6 imaginar^ dann ist 
aus den Gleichungen (27) ersichtlich, dafs keine der 4- Wurzeln 
(ausgenommen die Grenze n = oo) rein imaginar sein kaam, die 
Scbwingungen also nicht aperiodiscb sein konnen. Das (Jiiiiehe gilt 
nock fur die Kurve II, le = 3, nur ist hier anfaugs die Nebeiiscliwin- 
gung aperiodiscb, sie wird aber periodisck fur n- =- 2. Fiir n" -- 2,25 
faUen die beiden Paare zusammen und bleiben darni lieide pivriodisch. 

Fur die Kurve III ist h = 4 gewâhli Hier wilclist die DîLnipfung 
s bis zu 2 an, und die Hauptscbwingung erreicht daniit gerade die 
Grenze zwischen Periodizitât und Aperiodizitat mit dem Wert w^ == 4. 
Fiir denselben Wert aber faUen hier Haupt- und Nebensehwingung zu- 
sammen und werden dann mit wachsendem rr* wieder periodisch, so 
dafs sich die Frequenzen schliefslich den Werten und oo nilhern. 

Wir fassen zusammen: 

Fur kleine Werte der Dâmpfung fc, in unserem Falle ?;- = 1 iïlr h < 4, 
ist es nicht moglich, den Impuls so zu wâhlen, dais aueli die llaupt- 
schwingung aperiodisch wird. Pur aile Werte k > 4 dagegen durehlâuft 
die Wurzel ^ den ganzen Kreisquadranten, und die Scliwingung wird 
aperiodisch, ehe die Paare zusammengefallen sind, und zwar naeli (27), 
wenn 16 ■- {h — Y^ -^Tn^Y = wird. Dem entspriclit der positive 
Wert ^2_2fc — 4. Fur aUe Impulsstarken ir>]^li aber werden 
beide Schwingungen wieder periodisch, und es ist daher sicher zweck- 
los, den Impuis ûber dièse Grenze zu steigern. 

Um auch fiir die Punkte des Kreisquadranten die Abhîingigkeit 
der Dâmpfung vom Impuis n^ zu zeigen, haben wir links von der 
imaginâren Achse die Kurven 
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aufgetragen; also den imaginâren Teil von g als Funktion von n-^ und 
zwar fur yerschiedene Werte der Dâmpfung h Die Ziffern an der 
horizoûtaleii Axe bezeiclineii die Werte von w-l Ans den Kurven ist 
zu ersehen^ dafs fur genugend grofses \ im Fall v'^ = 1 fur fc > 4, die 
Schîvingimg imnier aperiodiscli iverden Jcann, dafs ciber die Jiier^u er- 
forderliche KreiselstàrJce uni so grofser ausfdllt, je grofser die Dâmpfung h ist 

Einsclialtungsweise sei Mer bemerkt, dafs bei dem fur die ^^Silvana^^ 
konstruierten Kreisel und den Grôfsenverbâltuissen dièses Scbiffes n^ 
nicht betrâcbtlicb ûber 20 gesteigert werden kann. Die Kurven zeigen, 
dafs dann h nicbt grofser als 10 sein darf^ damit noch Aperiodizitât 
der Hauptscbwingung mogHcb wird; dem entsprâcbe eine Bremsstârke 
w = 1000 mkgsec. 

Die im Vorbergehenden bescbriebenen Verb'âltnisse fur î;- = 1 
geben ein genûgendes Bild aucb fur die entsprechenden Verbâltuisse bei 
anderen Werten*) von v^. Die Wirkung der Bremse, wie sie sicb im 
Vorbergebenden ergab^ lâfst sicb daber folgendermafsen verallgemeinern: 

JDer DmnpfmigsfaMor der Haupfschîvingung, s, wdcJist mit n^ an, 
hei Meinem Tz rasch, dber je grofser h ist, desto langsamer (vgl. den 
linken Teil der Fig. 131), Icann aber nie ilher den Wert h selhst liinaus- 
gelien, Ist er in die NàJie dièses Wertes gelcommen, so wàchst er nur 
noch langsam, um sicJi asymptotisch dem Gren^ivert îc zu ndhern (vgl. 
den recbten Teil der Fig. 131). Es Icbnnen also im Ganzen grofsere 
Werte von s hei grofserem Tv erreicM werden, aber 7iur unter der Voraus- 
setzung, dafs man den Impitls beliébig steigern Icann. 

Wegen der tatsâcblicben Grenze fur die Impulsstârke wird aber fiir 
die Praxis gerade die Frage in Betraebt kommen, wie bei festem n^ 
die Grôfse 7c zu wâblen sei, damit moglicbst gûnstige Wirkung erzielt 
wird. ISTacb den vorbergebenden tJberlegungen existiert immer ein 
solcber giinstiger Bremswert. Nebmen wir nâmlicb einen grofsen Wert 
von hj so liegt der dem festen Wert n^ entsprecbende Punkt auf dem 
anfânglicben steilen Anstieg der betrejïenden Kurve (nâmlicb im Falle 
der Fig. 131 auf dem Kreisbogen), und zwar um so bober, je kleiner A 
ist; wâblen wir dagegen einen kleinen Wert Ix,, so liegt er auf einem 



*) Da wir den Fall v- > 1 als ungûnstig ausgeschlossen haben, bildet ^^ = 1 
die obère, v^ = die untere Grenze fur v. Ira letzteren Falle la.ssen sicb analytiscb 
(durch Bildung der Diskriminante von Gl. (10)) die analogen Resultate ableiten. 
Z. B. ergiebt sicb hier als gûnstigste Bremsstârke bei gegebenem n statt (28) auf 
pag. 832 ungefàbr 

(280 /c^ = 3 (^2 + 1) 

Durcb dièse Festsetzung kann Aperiodizitât der Hauptscbwingung erreicht werden, 
wenn n^>8 gewâblt ist. 
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der anschliersenden Kurvenâste mit nurmehr geringem Anstieg (nâm- 
lich im Falle der Fig. 131 auf einem der vom Kreise nacli rechts ab- 
zweigenden Bôgen)^ also (vgl. Fig. 131) um so holier, je groBer h ist. 
Wir werden die gûnstigste Wirkung erhalten, wenn wir k so bestimmen, 
dafs der Punkt n^ gerade auf dem Ûbergangsbogen zwisclien beiden 
GebieteE der betr. Kurve liegt. Fur den spezieUen Fall unserer Fig. 131 
(v^:^^ 1) zieht sich dieser Ûbergangsbogen in den Verzweigungspunkt 
mit dem Parameterwert n^ == ¥/4: zusammen. Wir erhcdtm also um- 
gekehrt hei festem n^ und fur t;^ = 1: 
(28) F = 4^2 

als gûnstigste Bremsstàrke. 

8- Zahlenbeispiel fur ^Silvana'^ TJm einen Anhalt ftir die in 
der Praxis in Betracht kommenden Grôfsen der Wei'te v^^ k^^ n^ zu 
gewinnen, balten wir uns an das Beispiel des Kreisels in der ^,Silvana'^ 
der schon am Anfang des Yorigen Paragraphen erwahnt war. 
Die Verhâltnisse bei der ,,Silvana^' sind die folgenden: 
Wasserverdrângung {Q): 850000 kg 

Metacentrische Hôb.e (H): O/l m 

Freie Période der EoUbewegungen (— ): 8 sec. 

Daxaus ergiebt sicli das 

Trâgheitsmoment (J): 550000 mkgsecl 

Die Atmessungen des Kreisels waren annahemd: 

Gewicht von Kreiselrad und Welle {q}: 6000 kg 

Trâgheitsmoment der rotierenden Ma9seii(G): 175 mkgsec*, 
Winkelgeschwindigkeit des Kreiselrades (co): 189 mc-\ 
Trâgheitsmoment tim die Queraxe (J) ge- 

schâtzt zu etwa: 150 mkgsec". 

Daraus ergiebt sich zunâclist fur unseren Parameter »»: 
«2 == -y* ^ _N^ ^ 176» -18 9' _ 

Jia„» ;• QH 160 • 85 ■ 4-To» ~ ^^■ 

Das Frequenzverhâltnis v konnte wegen starker Dampfung durcli 
den Versuch nicht bestimmt werden. Wir diirfen aber nach einer 
bneflichen MitteHung von Herm Otto Schh'ck v < 1 atinehinen. 

Uber die Bremsstârken sind nâhere Angaben unbekannt, doch ist 
jedenfaiïs die freie Kreiselpendelung durch die Lagerreibung aperiodisch 
gedampffc, wie wir ebenfalls von Herm Schlick erfahren. Hieraus 
folgt zunâcbst i ^ 2 im Falle « ^ 1, da nach der Grundgleichung (2) 
m bekannter Weise Y^^^^4. der Frequenz der Kreiselpendelung pro- 
portional ist. Bei hinzutretender Bremse mufs mnsomehr h>2 sein. 
Formel (28) bezw. (28') wûrde als gûnstigsten Wert ;c=-9 bezw. h = S 
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ergeteB. Fur das Folgende wollen wir Z: == 7 annelimen. Die frilliere 
Fig. 130 ist^ wie daselbst bemerkt^ fur diesen Wert Ton ifc nacli der 
Méthode von Nr. 4 bereclinet, darin sind die schrittweise gefundenen 
Punkte mit den zugeliôrigen Werten von n eingetragen. Dem Wert 
Jc= 7 entspriclit eine Bremsst'ârke w == 700 mkgsec. 

Die Fig. 130 zeigt^ dafs in diesem Fall fur aile Werte v^ ^1 
(Kurve I, II, III) fur verhâltnismâfsig kleine Werte von n^ schon 
Aperiodizitât der Hauptsctwingung eintritt. (Die angescliriebenen 
Ziffern bezeicbnen ûberall die dem betreffenden Punkte zugebôrige 
Grôfse von n^). Fur den Wert v^ = 1,5 (Kurve IV) kann die Scbwin- 
gung, mit n^ = 9,3, gerade die Grrenze zwiscben Periodizitât und Aperio- 
dizitât erreicben, um bei grôfserem n^ wieder periodisch zu werden. 
Fur nocb grôfseres v^ (V, VI) erreicht die Dâmpfong -nur einen Maxi- 
malwert und nimmt wieder ab, ohne dafs die Scbwingung aperio- 
discb wjrd. 

§ 6. ResTiltate und praktiselie Erfaliriingen am ScMffskreisel. 

Wir wenden uns nocb zu einer kurzen Besprecbung der im letzten 
Paragraphen erbaltenen Eesultate, insbesondere zu ibrem Vergleich. 
mit den von Scblick selbst gewonnenen Erfahrungen bei seinen Ver- 
sucben mit dem „Seebâr" und der praktiscben Ausfûbrung der Ejreisel- 
konstruktion bei der „Silvana" und dem ^Locbiel^^ 

Die wesentliehsten Ergebnisse sind, aufser in frûberen Publikationen 
(vgl. pag. 808), in einem kûrzlicb erscbienenen Vortrag*) von Scblick 
zusammengesteUt. Herr Scblick batte auch die Freundlicbkeit, uns 
weitergebende Erfabrungen brieflicb mitzuteilen. 

Zunâcbst ist zu bedenken, dais der Ansatz in § 4 in mebrfacber 
Hinsicbt im Interesse der analytiscben Ausfûhrbarkeit einfacber ge- 
staltet ist, als es der Wirklicbkeit entspricbt. Erstens gebt er von 
der Annabme kleiner Scbwinguugen, und zwar des Scbiffes und des 
Kreisels, ans. Was das Scbiff betrifft, so sind in der Tbat seine Scbwin- 
gungen erfabrungsgemâfs, insbesondere nacb Einscbaltung des Kreisels^ 
gering, d. b. die Ausscblâge betragen im HôcbstfaU wenige Grade. 
Obne Ereisel waren die Ausscblâge bei der „Silvana" bei stûrmiscbem 
Wetter etwa 10 — 15°. Anders stebt es mit den Ausscblâgen des 
Kreiselrabmens, die ja, nacb den Bemerkungen auf S. 803, betrâcbtlick 
grôfser sind als die des Scbiffes, wie die Erfabrung durcbaus bestâtigt. 
Aus einem gleicb zu besprecbenden Grrunde kommen hier Ausscblâge 
bis zu 45® nacb beiden Seiten in Betracbt. Tinter diesen Umstânden 



*) Jahrbnch der ScMffbautecbmscben Gesellschaft, 1909. 
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muTs die Annahme bleiner Scliwingungen die Wirkung des Kreisels 
giinstiger erscheinen lassen, als es die strenge Reclinung ergeben wûrde. 
Denn wir nahmen bei Berechiiung der etwa durcli die Rollbewegung 
veranlaXsten KreiselwirkuDg, die den Kreisel zum Pendeln bringt, an, 
dafs die Kreiselaxe senkrecht auf der Lângsaxe des S chiffes stânde. 
Dièse Kreiselwirkung nimmt aber ab, wenn der Kreisel ausscblâgt, 
entsprechend der frûberen Formel (II) in § 1, um ganz zu ver- 
scliwinden, wenn sick die Axe um 90^ gedreht bat, da sie dann 
der Axe der Rollbewegung gerade parallel wird. Wir haben also die 
Koppelung zwischen Sckiff und Kreisel als zu stark angenommen, uiid 
damit mufs die Beinflussung der RoUbewegungen durch den Kreisel 
ûberkaupt sick zu grofs ergeben. Da indessen nur Ausschrâge bis zu 
45^ vorkommen, und dieser Ausscklag erfahrungsgemafs nur selten er- 
reicht wird, wird die gemackte Ûberschâtzung der Kreiselwirkungen 
keine betrâcktliche sein. Tkatsâcklick ist es bekannt, dais in violen 
FâEen auck bei endlicker Amplitude die unter der Annakme kieiner 
Ausschlâge gefundenen Resultate mit der Erfahrung durckaus ûberein- 
stimmen.*) Ûbrigens wâre eine strenge Berechnung wegen anderer 
unkontrollierbarer Vernacklâssigimgen kier offenbar nickt am Platze. 

Grôfsere Aussckl'âge des Kreiselrahmens als bis zu 45^ waren bei 
der praktiseken Ausfûhrung durck einen „Stopper^^ verkindert, der also 
zeitweise die Kreiselwirkung aufkebt 

Eine weitere analytiscke Yereinfackung liegt in dem Ansatz der 

Kreiselbremsung — ^ -jt ; der ein lukrafttreten der Bremse orst bei 

Vorkandensein einer sckwingenden Bewegung ausdriickt. Tkatsâcklick 
kat der Kreisel, abgeseken yen der kydrauliscken Bremse, auck bei 
Anwendung von Kugellagern, vermoge seines grolsen Gewicktes be- 
trâcktlicke Lagerreibung, die bei kleinen Gresckwindigkeiten die Gesetze 
der gleitenden, bezw. roUenden Reibung von festen Korpern aufeinander 
befolgt (Kap. VII, § 2). Nack diesen Gesetzen ist ein gewisses end- 
lickes Maximalmoment notig, um den Rakmen sckon von der Ruke in 
die Bewegung ûberzufûkren. Daker ist der Kreisel bei rukendem Sckiff 
nickt an die Gleickgewicktslage bei vertikaler Axe, d. h. bei moglickst 
tiefer Lage des Sekwerpunkts, gebunden, sondern er kann im Gleick- 
gewickt bekarren bei einer Verlagerung gegen die Vertikale bis zu 
einem gewissen Winkel d'^, der sick ans den Dimensionen des Kreisels 
und der Grôfse des „Lâgerreibungskoeffizienten der Ruke'' ergiebt, und 

*) Als allgemeinen Grand hierfiir kann man anfuhren, dais der Sinus mit dem 
Bogen, durcli den er ersetzt wird, bis zu 20<* in der zweiten, bis zu 45 « in der 
ersten Dezimale ûbereinstimmt. 
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etwa als Reibungswinkel des Systems bezeiclmet werden kaim. Dieser 
Winkel ist beim Kreisel ein ziemlicli betr*âclitlich.er, wie sich aus Versucben 
von Scblick^ den Kreiselrabinen kûnstlich ziim Schwingen zu bringen, 
ergiebt. Andererseits ist aber aucb zu beacliten, dafs der Ânsatz — Tî -t— 
fur die bydraulische Bremse nur ein allgemeines Scbema sein und nur 
das Wesentlicbe ausdrûcken will, nâmlicb eine Bremskraft, die der 
augenblicklicben Bewegung immer entgegenwirkt. Die spezielle Form 
des Wirkungsgesetzes ist fur den Effekt wobl ziemlicli belanglos, wie 
ja derselbe Fekler scliliefslich auci, ohne sicb zu racKen, bei yielen 
phjsikalischen Aufgaben begangen wird. 

Eine andere Feblerquelle aber, die bei der Bekandlung aller tech- 
niscben Problème beriicksiclitigt werden mufs, insbesondere wenn es 
sicb um so bobe Gescbwindigkeiten bandelt, wie im Falle des Scblick- 
scben Kreisels, liegt in der elastiscben Nacbgiebigkeit des Materials. 
Die Ricbtung ibres Einflusses ist in diesem Falle zweifellos: eine 
weitere Abscbwâcbung der berecbneten Wirkung. Denn einerseits be- 
ruben ja die Kreiselwirkungen selbst auf den inneren Reaktionen des 
als starr angenommenen Scbwungringes, anderseits werden sie erst 
durcb Vermittlung von Reaktionskrâften vom Kreisel auf das als starr 
angenommene Scbiff ûbertragen. Beide Arten von Reaktionen werden 
durcb die, wenn aucb geringe, elastiscbe Nacbgiebigkeit des Kreisel- 
und Scbiffmaterials abgescbwâcbt, so dafs die Wirkung der Kreisel- 
koppelung ûberbaupt verringert werden mufs. 

Wir woHen nun, auf Grrund der Resultate des vorigen Paragrapben, 
die erforderlicbe Kreiselstârke zur Erzielung gûnstiger Wirkung abzu- 
scbâtzen sucben, kônnen aber, nacb den vorangebenden kritiseben Be- 
merkungen, natûrlicb nur einen ungefâbren Anbaltspunkt erwarten. 

Wir prâcisieren die Frage dabin: 

Wie grofs mufs der Kreiseîimpuls gewahlt iverden, damit die Ampli- 
tude der er0wungenen Schiuingung auf einen geeigneten Bruchteil ihresi 
ursprunglicJien Wertes (d. h, ohne Kreisel) reduziert werde, Ddbei soll 
der Impuis und die Bremse k genUgend starh sein, um die durch das 
Eiyisetzen er^wungener Sehwingungen immer wieder angeregten freien 
Schwingungen rasch ahzudàmpfen. 

Die Antwort ist aus den tJberlegungen des § 5 zu entnebmen. 
Bescbr'ânken wir uns auf den wesentlicb in Betracbt kommenden FaE der 
Resonanz zwiscben Welle und freier Sebiffsscbwingung, aaf den sicb aucb 
die Versucbe von Scblick bezieben, d. b. g^ = 1, so wird das gesucbte Verbâlt- 
nis nacb 61. (17) (pag. 810) und (18) (pag.811) mit genûgender Nâberung: 

i^j^ z-|/p+a-^v 

Al n' 
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Beactten wir ferner, dafs v^ nach dea Folgenmgen aiif pag. 825, 
kleiner oder hôchstens gleich 1 sein sollte^ ein Résultat, zu dem anch 
Schlick durcli seine Versuche gekommen ist, so kônnen wir angenahert 
setzen, indem wir den kleinen echten Bruch (1 — v^Y ^^^"^ ^^"^ grofsen 
ZaU^'i^ Ternachlâssigen: 

(^^) A I ^' 

Einen angen'âlierten Wert von K kônnen wir ans Versuchen ent- 
nehnien, die ScUick beim ,,Seeb*âr" angestellt hat. Dort ergab sich 
(s, aucli Pig. 133), dafs der Anssclilag des Schiffes ohne Kreisel bei 
rubendem Wasser nacb 20 Scbwingnngen anf etwa l^ seines ursprûng- 
licben Betrages znrûckging. Dem entspricbt der Werfc 

X=0,05. 
Die Grôfse 'k wird, nacb den Ergebnissen des vorigen Paragrapben, 
giinstig so zu wâhlen sein, dafs die freie Scbiffsschwingung durch die 
Kreiselkoppelung aperiodiscb gedâmpft werden kann, und zwar schon fur 
yerbaltmsm'âfsig kleine Werte des Impulses. Diesen Bedingungen genûgt 
etwa der der Fig. 130 zu Grunde gelegte Wert lî, =« 7. Mit Rûcksicht 
auf die vorerwâbnte Unbestimmtbeit der Définition von li sei Z; = 7 
bis 10 gewâhlt, oder die zugeborige Grôfse der Bremsstârke in dem 
Beispiel der Silvana (pag. 832) w^IcjYQH/J zu 700 bis 1000 inkgsec. 

Nacb pag. 830 wûrde zwar aucb scbon ein etwas kleinerer Wert 
ansreicben, um die Hauptscbwingung aperiodiscb zu machen, aber dann 
wûrde, wenigstens fur v = 1, die JSTebenscbwingung nabe in Resonanz 
mit der Hauptscbwingung kommen; durch eine Verstarkung der Bremse 
lâfst sicb dies vermeiden. Um fur /c = 7 Aperiodizitât der Haupt- 
scbwingung zu erzielen, mûfste n^ = 10 im Fall v^ =^ 1 gewablt werden, 
fur fc -= 10 dagegen n^ = 16. Fur kleinere Werte von v^ wird durcb 
dièse Wabl ebenfalls starke Dâmpfung der Scbiffsschwingung erzielt 
(vgL Fig, 130 und 131). Durcb alleinige Betrachtung der freien 
Schwingung und ibrer Da,mpfungsverhâltnisse werden wir also auf 
einen Wert 

n^ - 10 bis 16, bei k^7 bis 10 
gefûbrt. 

Wir baben nun weiter zu fragen, ob dadurch auch die erzwungenen 
Scbwingungen hinreicbend beeinflufst werden. Ans (29) erbalten wir, 
durcb Einsetzen der festgesetzten Werte von Z, h und n^: 

An _ 0,05-7 

bezw. |A|=.M^^^ 0,031. 
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Demnach wûrde der Wert 

^2=^10 bis 46 

ausreiclien, um die Amplitude auf etwa ^gg des Betrags herabzudrûcken, 
den sie ohne Kreisel annâlime. Fur die erforderliche Winkelgeschwindig- 
keit ergiebt sicli daraus nach pag. 804, wenn das Trâgheitsmoment 
der rotierenden Massen um ihre Axe bezeichnet: 



(30) Qœ^3,2yQHj bis AYQHj, 

Fur das obige Beispiel der „Silvana" folgt biernacli eine Wiukel- 
geschwindigkeit von 140 bis 175 sec~^*) 

Wie stelleu sick nun die Versuchsergebnisse vou Scblick zu dieser 
Berechnung? Auf Grund der einleitenden Bemerkungen dièses Paragrapben 
ist zu erwarten, dafs das Résultat eiu weniger gtinstiges sein wird als 
das von der Rechnung gelieferte. Trotzdem war der Erfolg der Schlick- 
schen Versuche ein ûberrascbend glûcklicber. Bei der j^Silvana" fand 
Schlick eine Abdâmpfung der erzwungenen Scbwingungen auf ^ ihres 
ursprûnglicben Betrags bei einer Winkelgeschwindigkeit des Kreisel- 
rades von 189 sec""^. Da ûber die dort verwendeten Bremsstârken 
nicL.ts N'âberes bekannt ist, kànn das Résultat nicM unmittelbar mit 
dem unsrigen verglicben werden. Wabrscheinlicli verwendete Scblick 
stârkere Bremsen, als sie unserer Recbnung zu Grrunde liegen, und 
dann ist es scbon aus diesem Grunde in Ubereinstimmung mit unseren 
Resultaten auf S. 816, dafs wir eine gûnstigere Beeinflussung der er- 
zwungenen Schwingungen fanden. 

Weiter ist zu beacbten, dafs wir von der Annabme einer barmo- 
nischen Welle ausgingen, die mit der Schiffsscbwingung gerade in 
Resonanz stebt, wàhrend es sich in Wirklichkeit um tJbereinander- 
lagerung einer Reibe von WeUen bandelt. Von diesen werden aber die 



*) Die Formel (30) liefert in nnserem Beispiel 'âhnliclie Impulsst'ârken, wie 
eine von Fôppl angestellte, iiberschrâgliclie tTberlegung, die bezweckt, die 
Grôfsenordming des erforderlichen Impulses zu bestinmaen, wenn nur die Dimen- 
sionen des Schiffes und sein zu vemiclitender anf ânglicher Ausschlag (t/Jq) bekannt 
sind, aufserdem vorausgesetzt wird, dafs der Kreiselrakmen bis zu 45^ auspendeln 
kann. Die betreffende Formel ist (vgl. Technische Mecbanik, Bd. VI, § 41) 

Wenn als Maximalwert von ip^ etwa 16** angenommen wird, so wird demnach 

wâhlt man also schâtzungsweise fCir J/j die Yerhàltnisse wie bei der „Silvana" 
(vgl. pag. 832), so bat man nâhemngsweise 9*==|/lÔ, wie aucb unsere obige Ûber- 
legung ergab. 
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nicht in Resonanz stehenden nach den Ausfûlirungen des ersten Teils 
von § 5 weniger beeinflufst als die resonierende selbst^ wie es ja fur 
gewisse Gebiete der Frequenz der auffallenden WeUe sogar vorkommt, 
dafs der Kreisel die erzwungene Schwingung verstârkt. 

Bei Berticksicbtigurig aller dieser Umstânde liefert die immerbin 
nocb nabe "Ubereinstimmung unseres Résultats mit dem Scblick'scbei^i 
eine gewisse Bestâtigung des in § 4 gemacbten Ansatzes der Diiferential- 
gleicbungen. 

Wir baben aber bei der yorliergebenden Berechnung auf einen 
wichtigen Punkt noch nicht geachtet, n'âmlich ob unter den an- 
genommenen Verbâltnissen die Kreiselrabmenausscblàge auch fiir die 
erzwungenen Schwingungen innerbalb der verlangten Grenzen bleiben. 
Nur dann kaun eine wenigstens angenâherte Ubereinstimmung mit der 
Praxis erwartet werden. Die Rahmenausschrâge berecbnen sicb aus 
den Formela auf pag. 807. Aus Grl. (15) und (17) folgt, wieder unter 
der Annabme v^ ^ y^ = 1 und bei kleinem K: 

also bei Zugrundelegung der frûber angenommenen Zahlenwerte uud 
der oben berechneten Impulsgrôfsen etwa: 

= 1. 
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Aq der Ausscblag des Schiffes obne Kreisel betrâgt erfahrungsmafsig 
(vgl. die Diagramme Fig. 132) hôchstens IQ^ bis 15^. Fûgt man noch 
eine Korrektion zu^ um die nicbt mehr streng zutreffende Annabme 
kleiner ScbwinguDgen in Recbnung zu ziehen, so wird der Ausschlag a 
etwa 20^, liegt also in der Tkat innerbalb der Grenzen, fur die unsere 
Reebnungen als gûltig anzusehen sind. 

Scblick bat seine Versuche dadurcli grapbisch niedergelegt, dafs 
er die Scblingerbewegungen durcb einen yon ihm konstruierten Indi- 
kator*) selbsttbâtig aufzeicbnen liefs, der seinerseits auf dem Kreisel- 
prinzip, nâmlicli auf der raumfesten Lage der Axe eines im Schwerpunkt 
unterstûtzten Scbwungrads berubt, und zwar wurden Versuche mit dem 
,,Seebâr", spâter bei stûrmrschen Wetter aucb mit der ,,Silvana'' und 
dem ^Locbier^ vorgenommen. Sie wurden in der Weise ausgefuhrt, dafs 
das Boot zunâebst mit festgebremsten Kreisel quer zur See gelegt 
wurde. Das Boot geriet in RoUbewegungen bis zu 15^ nacli beiden 
Seiten, in e inzelnen FâUen beim „Seebâr'' sogar bis zu 25 «. Dann 

*) Iji demYortrag in der Schiffbauteclinischen GeseUschaft (pag. 136) erwâhnt. 
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wurde der Kreisel gelôst und die Rollbewegung dadurch fast augen- 
blicklich bis auf 1^ bis 2^ reduziert. Dem Moment der Auslôsung 
entspricht der Punkt A in den Diagrammen (s. Pig. 132), auf den nur 
nocb die kleinen Rollbewegungen folgen, die die Diagramme zeigen.*) 



— Kreisel frei — "*i 




Kreisel (est Kreisel frei 




Fig. 132. 

Es sind weiter eine Reibe von Versucben, besonders am „Seebâr" 
vorgenommen worden, um die Dâmpfimg der freien Scbwingungen zu 
messen, wie sie durcb den Kreisel bewirkt wird. Dazu wnrde das Boot 
kûnstlicb durcb einen Kran bis zu etwa 15^ seitlicb geneigt und 
dann die Zabi der Scbwin- 
gungen beobacbtet, bis die 
Neigung auf -^^ berabgegangen 
war. Das Diagramm (Fig. 133) 
zeigt den Einflufs des Kreisels. 
Hier entsprecben die Kurren 
1, 2 der Abnabme der Aus- 
scblâge bei stiUstehendem, die | 
Kurven 3, 4, 5, 6 bei rotieren- 
dem Kreisel. Es sinkt z. B. 
bei der Kurve 5 der Ausscblag 
Yon 15^^ zu 4-^ in rier Scbwin- 
gungen berab, wâbrend er 
obne Kreisel in Kurve 2 von 
13^^ zu -^^ in 25 Scbwingungen gesunken war. Ans der analytiscben 
Behandlung batten wir sogar gefolgert, dais es môglicb sei, bei ver- 
bâltnismâfsig kleinem Impuis Aperiodizitât der Scbiffsscbwingung zu 
erzielen, und zwar fur den Fall v^ ^ 1, d. b. wenn die Kreiselpendelung 
nicbt scbnelLer war als die Scbiffsscbwingung. Ob praktiscb die 
D'âmpfung bis zu dem Grad gesteigert werden kann, bleibe dabingesteUt, 

*) Die Mer "wiedexgege"beiien Figuren sind dem genanntenYortrage entnommen. 
Âhnliclie Diagramme in dem Aufsatz in der Ing. - Zeitschr. 1906, pag. 1933. 
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doch sind jedenfaUs die Kurren der Fig. 133 niclit mehr weit von der 
Aperiodizitât entfernt.*) 

Dafs v^<l die gmstigere Anordnung ist, stimmt durchaus mit der 
Erfahrung und ist auch von Schlick selbst aus seinen Versuchsergebnissen 
gefolgert worden. Einer briefliclierL Mitteilung entnelimeii wir, dafs beim 
^Seebâr'^ durcb Beschweren des Oberteils des Kreiselrahïiiens, also 
Verlângerung der Période seiner Pendelung, die Wirkung des Kreisels 
wesentlicb besser wurde. „Die Période sollte nahezu unendlicb grofs 
sein, aber niemals unter die Période des Scbiffes beruntergehen." Die 
Fig. 130 legt biervon Recbenscbaft ab. Man vergleicbe die Kurven I, 
II (î; < 1) binsicbtlicb der zugebôrigen Dâmpfung mit den Knrven V, 
VI {v > 1). tJbrigens entspricbt die Kurve VI, v^==- 20, der von Pôppl 
in der pag. 808 zitierten Arbeit gewâblten „ersten Aufbangmigsart". 

Hier anscbliefsend konnen wir die im § 4 vorangestellten Be- 
hauptungen, wieiveit lei der KreiselhonstniMion ^yTràgheitswirlmngen^^ 
einerseitSj j,Dàmpfungswir]mngen^^ andererseits in Betracht hommen, noch- 
mals zusammenfassen. Fur die erzwungenen Scbwingungen selbst 
sind nacb den frûheren Disknssionen die „Resonanzwirkungen^', also 
Trâgbeitswirknngen, wesentlicb, indem dnrcb die Kreiselkoppelung 
die Période des Scbiffs nacb Môglicbkeit von der Période der auf- 
faUenden Wellen entfernt wird und dadurcb die Amplitude der er- 
zwungenen Scbwingung verringert wird. Die Bremsung beeintrâcbtigt 
dièse Wirkung nnr. Grûnstig Avirkt die Bremsung beim Seegange nur 
in sekundârer Weise durcb Ab dâmpfung der immer gleicbzeitig ange- 
xegten freien Scbwingung. 

Fur die freien Scbwingungen dagegen kommen beide Wirkungen 
in Betracbt, und zwar fur kleinen Impuis wesentlicb die dampfenden, 
fur grofsen die Trâgbeitswirkungen. Die Unterscheidung zwiscben 
,,klein'^ und „ grofs'' bângt Mer von der Bremstârke h ab. (Bei 
v^ = 1 z. B. war als Grrenze etwa n^ = 7c74 anzuseben.) 

Dafs bei kleinem n^ die Dâmpfungs wirkungen vorberrscben, gebt 
zunâcbst aus dem auf pag. 831 ansfûhrlicber besprocbenen Résultat 
bervor, wonacb bei kleinem n^ und geniigend kleinem h die Dâmpfung s 
mit Tz wâcbst, so dafs die Hauptscbwingung sogar aperiodiscb werden 
kann, wâhi-end fiir 4 = aucb die Hauptscbwingung immer nngedâmpft 

*) Man kônnte sich^ nacb einer Bemerknng von Fôppl, eine Verbesserung 
der Bremswirknng von einer Handregulienmg der Bremse wâhrend des Betriebs 
versprecben, nm dem Umstande leichter Rechnting zu tragen, dafs einerseits 
der Kreisel gentigende Bewegungsfreibeit besitzen imifs, um Energie der EoU- 
bewegung aufzunehmen, andererseits genûgend stark gebremst sein mufs, um sie 
ZTi vemichten. 
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blieb. Anderseits wird hier, wenigstens in dem gûnstigeren FaR v^ < 1^ 
die ,,freie Frequenz^^ ]/jp der Haxiptscliwinguiîg yergrôfsert, also ist die 
Trâgheitswirkung sogar in gewissem Sinne unerwûnsclit. Fur grofse 
Werte von n^ dagegen, haben wir geseben^ kônnen die Dâmpfungs- 
wirkungen mit wacbsendem n^ nicbt mebr weiter znnebmen, weil sich 
die Scbiffsdâmpfung einer oberen Grenze nâbert. Die Trâgbeitswirkungen 
dagegen nehmen bestândig zu und werden die vorherrscbenden. 

Wir wollen znm Seblufs nicbt unerwabnt lassen, dafs namentlich 
von tecbniscber Seite gewisse Bedenken gegen die Kreiselkonstruktion 
erboben worden sind. 

Es handelt sich um die Frage, ob der Kreisel nicbt mit der 
gûnstigen stabilierenden Wirkung aucb nnerwnnscbte Folgen fur das Scbiff 
verbinde. Yon Marineingenîeur F. Berger*) wurde zuerst vermutet, 
dafs der Scbiffskreisel gefâbrlicb fur das Scbiff werden kônne, weil 
er die j,Rollbewegungen des Schiffes in Stampfbewegungen und um- 
gekebrt letztere in erstere umsetze^^ Denn faUs der Kreisel stark ge- 
bremst ist, wie es zur Erzielung gûnstiger Wirkung ja erforderlich ist, 
so wird die Energie der Pendelbewegung in der Bremse nicbt vôUig 
vemicbtet, sondern es wird als Reaktion der Bremskrâfte und Kreisel- 
wirkungen ein Moment um eine horizontale Queraxe auf das Scbiff 
ûbertragen, also Stampfbewegung angeregt. Bei festgestelltem Kreisel- 
rahmen z. B. wird unmittélbar die von der Rollbewegung herrûhrende 
Kreiselwirkung auf das Scbiff, statt auf den Kreiselrahmen wirken. 
Anderseits wird eine Stampfbewegung des Schiffes, wenn der Kreisel 
durch die Bremse gezwungen ist, dièse Bewegung mitzumachen, gerade 
wie die Pendelbewegung des Rahmens selbst, durch ibre Kreiselwirkung 
RoUbewegung des Schiffes veranlassen. Dafs dièse beiden Effekte 
thatsâchtich vorhanden siud, ist zweifellos, dafs sie fur das Scbiff aber 
nicbt schâdlich werden, dafûr sorgt ibre Kleinheit. **) 

1. Stampfen durch Rollen angeregt. Denkt man sich z. B. 
den Kreisel ganz festgestellt, in welchem Falle, wie leicht analytisch zu 
zeigen, die grofsten Momente auf das Scbiff ûbertragen werden, so sind 
die beiden Freiheits grade des RoEens und Stampfens, die durch die 
Kreiselwirkungen gekoppelt werden, qualitativ gleichberechtigt, die Aus- 
scblâge sind aber, wegen des viel grôfseren Trâgbeitsmoments der Queraxe, 
um letztere viel kleiner als die RoHbewegungen um die Lângsaxe, und 
daher ist dieser „erste Berger'sche Effekt'^ gewifs ganz zu vernachlâssigen. 

Wir kônnen dièses Résultat aucb unmittélbar ans frûheren tJber- 
leguugen in § 4 èntnehmen. W'âhrend wir namlich bisher die Lângs- 

*) Ztschr. d. y. d. Ing., 1906, pag. 982. 
**) Vgl. eine Bemerkung von Fôppl, ibid. 1906, pag. 983. 
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axe des Schiffes als fest ansalien, ist jt^tzfe eln weiterer Freiheitsgrad, die 
Drehung um die Queraxe, in Betraclit zu zieheiî. Ikù festgestelltem 
Kreiselrahmeii tritt dieser Freiheitsgratl diivkt an Stello der Pendeliing des 
Ratmens, so dafs die Koppelung zwiscln^n Koll^ nnd Stanipfbewegung 
qualitativ durch unsere frûlieren Gleiehungen besclirieben wird. Wilhrend 
wir frûher zu betonen liatten, dais btn fest^^estidlteni Krei.sel sein Einflufe 
anf die RoUbewegnng Yerscliwindet, tritft dien j(»tzt nicht mebr zu, iudem 
die Môgliclikeit des Pendek dnrck die des Stainplens in geringcm Grade 
ersetzt wird. Bei beweglicbem Rahmeïi andert^rneitB varteilt sicli natar- 
licb. die Schwingung auf die beiden Freilieitsgrade des Pendelns und 
Stampfeus in einem durch die Brenisntarke bestitïuïiteni Verbiiltnis. 

Bei festgestelltem Kreiselrahmen ilberwiegt aber j'c^tzt das Trag- 
heitsmoment fur die Ivoordinate it, die jetzt; die HtaniptHcliwingung, 
wie frûlier die KreiselpendeUmg mifst, wcût îiber dan Tnlgheitanioment 
der Rollscliwingungen. An Stello des friiheren Kesnltates (vgl. pag.803), 
dafs ausgenommen im Resonanzfall eine ursprilngliche Kreiselpendelung 
nur sehr geringe RoUschwingungen anregc^n kann^ tritt ulso jetzt die Aus- 
sage, dafs eine RoUschwingung nur geringe Htampf bcîwc^gungcn auslosen 
kann,weniiniclitRoll-uiidStanipfscliwingungon gt^rado in Resonanz stehen. 

2. Rollen durch Stampfen angercgi Der zweito Effekt da- 
gegen lâfst, da ûber seine Bedeutung nudirfaeb dîsknti<i*t worden ist, 
eine n*âliere quantitative Prllfung, wieder auf Qruïul diu* Forineln des 
§ 4, wûnschenswert ersclieinen, Denken wir uns z. B. zu Anfang das 
Schiff in Rulie mit einem Ansschlagwinkel i>^^ uni die Htampfaxe und 
fragen nach der folgenden Beweguog, insbesondere nacli dom Brucliteil 
der Energie, der zeitweise in Energie d(*r Eollbewegung verwandelt 
wird. Den Bewegangsverlanf beechreiben dann, (la wir wieder den 
Kreiselrahmen fest mit dem Schiff verbunden denken, dia Formeln (8'") 
des § 4 (pag. 802), wenu wir nur die dort voransgcsetzte Kreisel- 
pendelnng jetzt durch die Stampfschwingung des Sclûffos ersetzen, 
d. h. das Trâgheitsmoment j mit dem des Schiiles uni seine Queraxe, 
K, Yertauschen, und das Sehweremoment q • h xmt Q - 5, wo S die 
metacentrische Hôhe fur die Starapfschwingung bezeichne. Die Be- 
wegung ist natûrlich wieder die IJberlagerung zwaier Schwingungen in 
beiden Freiheitsgraden, und zwar werden jetzt bei gegebenom Kreisel- 
impuls die Schwingungen in ihrer Froquenz viol weniger als frûher 
bei pendelndem Kreiselrahmen von der freien Roll- und Stampf- 
schwingung ohne Kreisel abweichen. 

Unter Ausschluls absoluter Eesonanz zwischem RoE- und Stampf- 
schwingung kônnen wir daher folgende NaherungBdarstellung aus den 
Formek (8''') zunâchst fur die resultierende Stampfbewegung ent- 
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nelinien, wobei wir die Frequenzen a^ und cc^ durch die Werte ersetzen, 
die sie im Falle N = annehmen: 



^ - % cos]/^^ + a, cosY^t, 



^1 + <^2 =* '^o; 



QiKH—JSy- 

Fûliren wir nocli, genan entspreclieiid unseren frûheren Parametern n^ 
"und v^^ unbenannte Grôfsen ein: 

^^ QHK^ ^ QH/J' 
so wird: 

a. 



a» 



= 5ÏIS 



Seiner Définition entsprecliend ist nnser jetziger Parameter 9P, im Ver- 
gleicli mit dem frûlieren n^ (ygl. pag. 832), sehr klein, nâmlich 

Nun wird K, das Trâgheitsmoment um die Stampfaxe, mindestens etwa 
50 mal so grofs sein als das um die Rollaxe^ J", und nacli pag. 832 
ist, im Falle der „Silvana" annâliernd J'==4000J, also 

9P== 2722. 10-5. 

TJnter Zugrundelegung des bei der ,,Silvanâ'^ gewâhlten Parameter- 

wertes n^ = 20 wird somit 

912 = 4. 10-^ 

Andererseits erhôht der Frequenzfattor w^/(l — w^y bei Ausscblufs 
der Resonanz die Grôfsenordnung yon | aja^ \ nicbt, indem er nur in 
der nâcbsten Nabe von w ==^ 1 grôfser als 1 ist. 

Aus diesem Verbâltnis aber kônnen wir den Brucbteil der Energie 
in bekannter Weise entnehmen, der zeitweise der Stampfbewegung 
entzogen und in Rollbewegung verwandelt wird. Die Uberlagerung 
der beiden Scbwingungen ist nâmlieb eine „Schwebung" in der Stampf- 
bewegung, mit der maximalen Energie*): 

und der minimalen Energie: 

*) Dièse Formeln werden allerdings unter der Annahme abgeleitefc, daB die 
Frequenzen a^^ und cc^ nahezu ûbereinstimmen, also w wenig yon 1 verscMeden ist. 
Bei genanerer Eecbnnng mirde in den Ansdruck fur die Energies chwankung nocb. 
eine Potenz von iv als Faktor eingelien, der aber die Grôfsenordnung niclit beeinflnfst. 
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Die Energieschwankung fcetrâgt also nur etwa 10 -^ bis 10^^ der 
mittleren Energie des Stampfens, imd aucli nur dieser Bruchteil wird 
zeitweise in Rollenergie verwandelt. Wir kommen somit zu dem Résultat, 
dafs auch der ,,zweite Berger'sclie Effekt", ausgenommen den Fall der 
Resonanz zwischen Roll- und Stampfschwingung, fur das Schiff ernst- 
lick nicht in Frage kommen wird. 

tibrigens ist von Herrn Skutscb^=) der Vorscblag gemacbt, die 
besprocbenen Wirkungen durch Verwendung zweier Kreisel unschâdlich 
zu machen. Die beiden Kreisel sollen symmetriscb zur mittleren Quer- 
axe eingebaut sein und mit entgegesetztem Drebsinn, aber gleicber 
Grescbwindigkeit umlaufen, ûberbaupt in allem genaue Spiegelbilder 
sein, was durch zwanglâufige Verbindung zu erreichen ware. Wegen 
des entgegengesetzten Umlaufsinns wûrden dann durch die Roll- 
bewegungen entgegengesetzte Ausschlâgè der beiden Kreisel yeranlafst 
und die auf das Schiff ilbertragenen^ auf Anregung des Stanipfens 
wirkenden Momente wûrden sich daher aufheben. Das Gleiche gilt 
fur die TJmkehrung, die durch die Stampfbewegung ausgelosteu 
Momente. 

3. Materialbeanspruchung. Ein weiteres Bedenken, das man 
gegen dieAnwendung desKreisels vorgebracht bat, beruht auf der Annahme, 
dafs ein in der geschilderten Weise an der RoUbewegung gehindertes Schiff 
besonders stark von der See, namentlich Yon ûberbrechenden Wellen zu 
leiden habe. Von den Teilnehmern an den Probefahrten wird aber aus- 
gesagt, dafs nur an Stelle der Rollbewegungen ein ruhigea Heben und 
Senken des Schiffes in der Wellenoberliâche getreten sei, ohne tjberbrechen 
Yon Wellen; die anrollenden Wellen seien einfach unter dem Schijlf ver- 
schwunden. Andererseits wâre wohl denkbar, dafs durch die Verhinderuuff 
der RoUbewegung eine st'àrkere Beanspruchung der inneren Verbande 
eintritt. Schlick selbst bestreitet solche Bedenken mit dem Hinweis 
auf die grofsen Beanspruchungen, die grofse Schiffe im Seegang aus- 
zuhalten haben, dem sie ja nur wenig folgen, wenn nicht gerade die 
auffallende Welle in Resonanz mit der Schiffschwingung steht. Ebenso 
ist es bekannt, dafs die Rollbewegungen der Segelschifie bei gesetzten 
Segeln durch den Luftwiderstand ganz unterdruckt werden, ohne dafs 
das Schiff Schaden leidet. 

Man kann femer anfûhren, dafs die ganze durch den Kreisel zu 
Yernichtende Energie der RoUbewegung durchaus nicht sonderlich grol's 
ist. Sonst wâre es ûberhaupt nicht môglich, durch den im Verhâltnis 
zum Schiff doch kleinen Kreisel fast die gesamte Energie za zerstoreu. 

*) Ztschr. d. Y. d. Ing. 1908, S. 464. 
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Bereclinen wir auf Grand der S. 832 gegebenen Zahlen fur die ^jSilvana" 
das vom Kreisel auf das Schiff ûbertragene Moment 

und zwar fur die vom Seegange erzwungenen Schwingungen. Deren 
Période wâhlen wir, wie es mittleren Verli'âltnissen entspriclitj zu r = 8 sec. 
Nehnien wir den ungûnstigsten Pall an, dafs der Kreisel den grôfst- 
môglichen AusscUag von 45^ erreicht, so wird d' == — sin 2% —^ also -tt- 
im Maximum gleicli -7— = jr sec ""■^. Ferner war nach pag. 832 
N =^ Q œ = 115 ' 189 mkgsec. Also wird das fragliche Moment rund 
20000 mkg. Nelimen wir als Lagerabstand am Kreiselrahmen etwa 2 m, 
so wird in jedem Lager eine Kraft von 10 Tonnen angreifen, also eine 
im VerhâUnis zu den sonst im Schiff vorhandenen Grewicliten mâfsige 
Last. Dièse Beanspruchung erfâbrt das Scliiff durch den Kreisel. 

Die angefûhrten Bedenken dûrften kaum ein wesentliches Hindernis 
fur eine ausgedelintere Verwendung des Sctiffskreisels sein, und ûber- 
haupt werden die eigentliclien Problème^ zu denen die weitere Ver- 
vollkommnung der ' Konstruktion fûlirt, nicht auf der dynamischen, 
sondern auf der technisclien Seite liegen. 

Die Zukunft mufs leliren, ob sich der kûhne Gedanke Schlicks 
trotz der seiner DurcMûlirung entgegenstehenden erhebliclien Kosten 
und Sckwierigkeiten im Verkehr allgemein einbûrgem kann, oder ob 
er in der Geschichte melir als ein markantes Beispiel grofsen Mafs- 
stabes fur die tats'âchliclie Ausfûhrbarkeit richtig gedachter mechanisclier 
Konstruktionen dastehen wird. 

§ 7. Der Kxeiselkompafs. 

Bei Besprechung der Foucault'sclien Versuclie, die Erdrotation 
durch ihre Einwirkung auf die Bewegung eines rasc^i rotierenden 
Kreisels nachzuweisen, taben wir*) die von Foucault ausgesprochene 
Idée erwâknt, dièse Wirkungen zur Orientierung auf der Erde zu "be- 
nutzen, also ein Kreiselinstrument als Kompafs auszubauen. Es handelte 
sicli liier um die Eigenscliaft eines Kreisels, dessen Figurenaxe nur in 
der Horizontalebene beweglick ist (eines Kreisels „von zwei Freikeits- 
graden'^), sich wie eine Deklinationsnadel selbstthâtig in den Meridian 
einzustellen^ andererseits eines Kreisels, dessen Figurenaxe nur in der 
Meridianebene beweglich ist, sich wie eine Inklinationsnadel in die 
Richtung der Erdaxe einzustellen.**) 



*) pag. 734 f. **) pag. 746 f. 
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An die praktisclie Ausfûlirung dièses Gedankens konnte natur- 
gemâfs erst geschritten werden, naclidem es gelungen war, auf lange 
Dauer olrne XJnter'brechiiïig umlaufende Schwungrader lierzustellen, was 
jetzt durcL. Verwendung Ton Elektromotoren erreicht wird. Ein wesent- 
liches technisclies Erfordernis ist hierbei, dafs das aufsere Moment, das 
ento-eo-en der Reibiing den Eigenimpuls konstant erhiilt, strenge um die 
Fio-urenaxe wirkt, also keine Impulsânderungen in der Àquatorebene 
erzeugt. In den 80 er Jahren sind Yersuche von Seiten der Kriegs- 
marinen in Frankreicb, HoRand und England ansgefiihrt worden, doch 
ist ûber ihr Ergebnis wenig an die Ôffentliclikeit gekommen, jedenfalls 
baben sie nicbt zur dauernden Einfûhrung eines Rotationskompasses 
gefûlirt.*) In Deutschland wurden die ersten Versuche in den 90er Jahren 
von Werner von Siemens geleitet, in Anlebnung an ein von Van 
den Bos angemeldetes Patent.**) 

Die Frage nacb der Herstellung eines bi'auchbaren Kreiselkompasses 
ist nenerdings wieder akut geworden, insbesondere zur Verwendung auf 
Kriegsscliiffen; auf denen durci, die Vermebrung der Eisenmassen das 
magnetische Erdfeld derartig verzerrt wird, dafs die Angaben des 
Magnetkompasses im boctsten Grade unsicber, ja fast unbrauchbar 
werden. Besonders erscbwerend wirkt der XJmstand, dafs die Eisen- 
massen an Bord vielfach verlagert werden (Munition, Geschiitze) und 
dais der Betrieb elektrisclier Maschinen die Kompafsnadel direkt 
magnetisch beeinflufst, sowie dafs der auf das Schijff vom Erdfeld 
induzierte Magnetismus von Schiffsbewegungen abhângt.***) Es sind 
dater von verschiedenen Pirmen Versuche in dieser Richtung gemacbt 
worden, von denen aber bisher nur die von Anschûtz-Kâmpfe in 
Kiel zur Veroffentlichung gelangt sindf) und zur praktischen Ver- 
wendung gefûhrt haben. 

Hier wird nicht die Foucault'sche Anordnung verwendet, sondern 
ein Kreisel von drei Freilieitsgraden, der unter dem Einflufs der 
Scbwere steb.t, entweder so, dafs der Schwerpunkt auf der Figurenaxe 
oder in der Aquatorebene des Kreisels liegt. 



*) M. Edm. Dubois: Sur le gyroscope marin, C. R. 98, pag. 227, 1887; 
W. Thomson: Gyrostatic model of a magnetic compass, Nature 80, pag. 524, 1884. 
**) D. R, P. Kl. 42, No. 34513. 

***) S. Encyklopâdie d. math. Wissensch. Vil, 6, pag. 320 ff. (Nautik, von 
H. Meldau). 

t) Jahrbuch der Schiffbautechnischen Gesellschaft, X, 1909, pag. 352; dazu 
math. Anhang (Max Schuler) pag. 661. Die Versuche der Firma Hartmann & 
Braun, Frankfurt a. M., nach Konstruktionen von Prof. Ach, sind noch nicht 
verôffentlicht. 
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Sehen wir Yon der Schwere ganz ab, so wâre der Kreisel sowohl 
gegen die Erde wie gegen den Ranm in Rulie, wenn seine Figurenaxe 
parallel zur Erdaxe stânde. Dièses Gleieiigewiclit wird durcit die 
ScKwerewirknng gestort^ im ersteren Falle haben wir eineu schweren 
symmetrisclien, im zweiten einen, wenigstens dem Kraftangriff nacli^ 
schweren unsjmmetrischen Kreisel. 

Beim schweren symmetriscben Kreiael zunâchst ziebt die Scbwer- 
kraft die Figurenaxe ans ibrer raumfesten Lage binaus, und die ent- 
stebende Raumbewegung bat weiter ablenkende Kreiselwirkungen zur 
Folge. Es wird nun, wie bei dem frûber bebandelten Grilbert'scben 
Barygjroskop*), aine Rubelage relativ zur Erde môglieb sein. Die 
Bewegung des gegen die Erde rubenden Kreisels ist dann, im Raume 
betracbtet, eine regulâre Pr'âcession der Figurenaxe um die Erdaxe, bei 
der Scbwerkraft und Kreiselwirkungen sicb das Gleicbgewicbt balten. 
Die Figurenaxe liegt dabei bestândig in der Meridianebene des Be- 
obacbtungsortes, unter einem zu bestimmenden Winkel gegen die 
Yertikale. Dièse Bestimmung liefert einfacb die Bedingung der regu- 
lâren Pr'âcession: 

Kreiselwirkung bei der Erdrotation == Scbweremoment, 

erstere durcli die Formel (II) yon S. 764 bestimmt. 

Bei dieser Pr'âcession ist der Unterstûtzungspunkt des Kxeisels 
nicbt fest, sondern er wird, aucb wenn er gegen die Erde ruM, auf 
einem Paralleikreis um die Erdaxe gefûbrt, er erfâbrt also bestândig 
eine radial in der Ebene des Paralleikreis es gericb.tete Bescbleunigung. 
Eine Bescbleunigung des Unterstûtzungspunktes wirkt aber wie eine 
am Scbwerpunkt angreifende, entgegengesetzt gericlitete Kraft (vgl. 
z. B. S. 612), deren Grôfse das Produkt ans dieser Bescbleunigung und 
der Masse des Systems ist. Dièse scbeinbare Kraft ist die der Erd- 
rotation entsprecbende Centrifugalkraft, die andererseits die Abplattung 
der Erdoberflâcbe bewirkt. Wir setzen sie dater ricbtig in Recbnung, 
wenn wir die im Lote des Erdortes liegendc; tbatsâcblicb gemessene 
Kraft als Scbwerkraft betracbten, die Résultante aus reiner Gravitations- 
wirkung und Centrifugalkraft. 

Dièse idéale Bewegungsform des Kreisels, die wir weiterbin als 
„Raumprâcession'^ bezeicbnen wollen, wûrde zu Stande kommen, wenn 
Yon Anfang an die Kreiselaxe im Meridian unter der genau ricbtigen 
Erbebung gegen den Horizont eingestellt wtirde, wobei allerdings die 
Einstellung von der geograpbiscben Breite und der Scbiffsgescbwindig- 
keit des Ortes abb.ângen, also mit der Scbiiffsbewegung korrigiert werden 



*) pag. 753. 
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mûfste. Auf diesem Prinzip beruM ein von Anschûtz-Kâmpfe kon- 
struiertes Kreiselkompafsmodell*), das die Firma in einem friiheren 
Stadium itrer Versuche zum Patent angemeldet hat. 

Soll der Kreisel bei seiner Raumprâcession die Nord-Siidriclitung 
angeben, so mufs er eine merkliche Abweichung von der Vertikalen 
baben; daber mufs wegen der verliâltnismâfsigen Kleinheit der durcb 
die Erddrehung verursachten Kreiselwirkungen aucb das Scbweremoment 
sebr klein sein. Die Polge davon ist aber^ dafs die Gleichgewicbtslage 
im Meridian einen sebr geringen Stabilitâtsgrad besitzt, so dafs der 
Kreisel auf einen kleinen Anstofs bin, wie er durcti die Schiffs- 
bewegungen fortw'âlirend zu Stande kommt, die Rubelage verl'âfst und 
âbnlicli, als ob die Erde rubte, relativ zur Erde eine langsame Prâ- 
cession uni die Vertikale ausfûbrt oder zum mindesten in einer sebr 
langen Scbwingung in den Meridian zurûckkekrt. 

In dieser unzureicbenden Stabilitât liegt der hauptsacbliche Grund, 
dafs die erste Form des Kompafses nicbt zur Ausfûhrung gekommen ist. 

Betracbten wir nun den anderen Fall des unsymmetrischen Krafte- 
angriflfs, der bei dem ausgefûbrten Kompafskreisel von Anschûtz- 
Kâmpfe vorliegt.**) Es sei der iiufsere Ring des kardanisclien Ge- 
bânges um die Vertikale drebbar, der innere Ring um den borizontalen 
Durchmesser des âufseren Ringes, die „Knotenlinie" des Kreisels. Dieser 
innere Ring trage ein tJbergewicbt in der Art, dafs in seiner Gleich- 
gewichtslage seine Ebene horizontal^ also aucli die in der Ebene des 
inneren Ringes senkreclit zu dessen Drebiaxe gelagerte Figurenaxe 
horizontal Hegt. Der Scbwerpunkt des Systems liegt dann in der 
Aquatorebene des Kreisels, olme aber die Rotation um die Figuï-enaxe 
mitzumachen. Dièses rein scbematiscbe Bild der Anordnung genûgt 
fiir unsere nâchsten Zwecke; die wirklicbe Ausfûbrang wird am Ende 
des Paragrapben besproeben werden. 

In kinetischer Hinsicbt kann das System immer noch als sym- 
metriscber Kreisel aufgefafst werden, wenn die Eigenrotation so stark 
ist, dafs die Trâglieit der Ringe neben der des Scbiwungkôrpers zu ver- 
nachlâssigen ist. Das Scbweremoment wirkt dabei nacb wie vor um 
die Knotenlinie des Kreisels, nur ist es nicbt mebr dem Sinus, sondern 

*) D. R. P. Nr. 178814, 1905. 

**) D. R. P. Ni. 182865, 1908. Versuche mit diesem System sind auch von 
0. Martienssen gemackt worden, s. Physik. Ztsclir. VII, Nr. 16, S. 6S6, 1906. 
Bei Versuchen von Fôppl znm Nachweis der Erdrotation tritt an Stelle der 
Scliwerkraft; die Elastizitât der Anfhângefâden des ebenfalls horizontal liegenden 
Kreisels. Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. Mûnchen, 1904, Heft I. Vgl. auch die 
Zusâtze am Schlnfs dièses Bnches. 
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dem Cosinus der frûher als ^ bezeiclmeten Âbweicliung der Figuren- 
axe von der Vertikalen proportional. Die vorher fur den symmetrischen 
Kreisel gemacliten Angaben lassen sicb also aucb auf dièse Anordnung 
ûbertragen. Es ist eine stationâre ^jEaumprâcession" môglich, bei der 
die Figurenaxe bestândig in die Nordriclitung des BeobacMungsortes 
weist, mit konstanter Erhebung ûber den Horizont. Die Erhebung 
bestimmt sicb. wieder ans der Prâcessionsbedingung: 

Scbweremoment = Kreiselwirkung, 

nnd kann sebr klein gemacM werden, wenn das Schweremoment ge- 
nûgend grofs ist. 

Dièse stationâre Bewegung ginge im Falle der rubenden Erde in 
die Gleicbgewichtslage mit borizontaler Axe ûber. Âbnlicb wie in 
diesem Grenzfall yerscbwindender Erddrehung wird die allgemeine 
Bewegung die Uberlagerung dieser stationâren Bewegung mit einer Prâ- 
cession um die Vertikale, einer ,,Horizontalprâcession^^, sein, die zu 
Stande kommt, wenn ein genûgend grofser Anstofs die Raumprâcession 
stôrt, aber in ibrem Cbarakter natûrlieb durcb die Erddrebung beeinflufst 
ist. Bei einem kleinen Anstofs dagegen wird die Horizontalprâcession 
in eine Schwingung um die Nordricbtung ausarten. 

Es ist bier nicbt obne Weiteres einzuseheu, wie die Richtkraft zu 
Stande kommt, die den Kreisel in den Meridian zurûckziebt; eine solche 
batten wir frûber nurbei dem Foucault^scben Kreisel von zwei Freibeits- 
graden kennen gelemt. Man kann sicb nun die dynamiscbe Wirkungs- 
weise klar macben durcb Vergleicb eben mit dem Foucault'scben Kreisel, 
der nur in der Horizontalebene beweglicli ist. Die spâteren analytiscben 
Ergânzungen werden dièse allgemeinen VorsteUungen nâber belegen. 

Im Foucault'scben Falle verbindert ja die Fûbrung in der festen 
Horizontalebene die Axe, bei vorbandener Erdrotation im Kaume stille 
zu steben. Die dadurcb erzwungene Raumbewegung iat die KreiseL- 
wirkung zur Folge, die die Axe in den Meridian zurûckziebt, also die 
Scbwingung um den Meridian veranlafst. Die Impulsverlagerung bei 
dieser Scbwingung wird durcb das Moment der auf der Horizontalebene 
senkrecbt stebenden Drucke geleistet (s. pag. 746). Was bier die zwangs- 
weise Fûbrung in der Horizontalebene macbt, bewirkt bei unserer An- 
ordnung das Scbweremoment des Ubergewicbts, das gewissermafsen eine 
nacbgiebige Fûbrung darsteUt. Es leistet qualitativ dieselbe Impuls- 
verlagerung, wie dort die Fûbrungsdrucke, ziebt also die Figurenaxe in 
die Grleichgewicbtslage zurûck. Da ûbrigens aucb. bei der Foucault'scben 
Anordnung die Elastizitât der borizontalen Fûb.rungsebene in Betracht 
kommt, die Fûbrung also tbatsâcblicb keine vollig zwangsweise ist, so 
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fâllt der Unterschied qualitativ ûberliaiipt fort, es ist nur bei Foucault 
das Sctweremoment als sehr grofs zu denken. 

Nimmt man z. B. den ^IsTordpol'^ der Figurenaxe zu Anfang in 
horizontaler Lage und nacli Osten weisend an. Er wird nun zunaclist 
seine Lage im Raume beibehalten, daher wegen der Erddreluuig relativ 
zum Horizont sicb heben. Das dadurcb entstebende ScL.weremonient 
verlagert den Impuis von seiner ôstlichen Lage in nordlicber Ricbtung, 
und damit erf âbrt die Figurenaxe, die im Mittel der Impulsaxe folgt, wie 
Ton der pseudoregulâren Prâcession ber bebannt ist, eine Ricbtkraft nacb 
ISTorden. Zeigte dagegen der „SiidpoF der Figurenaxe nacb. Osten, so wird 
dieser in gleicber Weise nacb Siiden abgelenkt, der Nordpol erf ahrt also 
wieder eine Ricbtkraft nacb Norden, so dais in der Tbat die ISTordlage 
eine stabile Gleicbgewicbtslage fur den Nordpol der Figurenaxe bedeutet. 

Und zwar wird, wie die analytiscben Entwicklungen bestatigen werden, 
dieser Grleicbgewicbtslage bei der jetzigen Anordnung eine verbiâltms- 
mâfsig grofse Stabilisât zukommen, der vorber erwabnten symmetriscben 
Form gegenûber wegen des vergrôfserten Scbweremoments, das in der 
gescbilderten Weise die Einstellung in den Meridian in eiitsprecbend 
kûrzerer Zeit bewerksteRigt ; der Foucault'sclien Anordnung gegenûber 
ist die Erbobung der Stabilitât anderer Art, namlicb eine durcb das 
Vorbandensein der drei Freiheitsgrade bedingte Unempfîndlicbkeit gegen 
Stôrungen von nicht zu langer Période. Das Scbema dieser Stabilierung 
ist nur durcb das Hinzutreten des Scbweremoments, das in gewissem 
Mafse die Freiheitsgrade beeintrâcbtigt, von dem in § 1 (unter IV) be- 
handelten verscbieden. Die dort betonte spezifiscbe Widerstandsf ahigkeit 
gegen Ricbtungsânderungen âufsert sich aucli bier nocb im verlangsamten 
Nacbgeben, einer „efifektiven Trâgbeit'^, die den Kreisel gegen Stôrungen 
von nicht zu langer Période unempfindlicli macbt. Sie verscbwindet 
erst fur unendlicb. grofses Scbweremoment, den Fall des Foucault'sclien 
Kreisels, der Stôrungen nur nocb sein eigenes Trâglieitsmoment ent- 
gegenzusetzen bat. Die Stabilitât kann nocb. verstârkt werden durcb 
geeignete Dâmpfungsvonicbtungen, deren bewundernswîirdige Durcb- 
fûbrung einen Hauptanteil an dem Erfolg des Kreiselkompasses bat. 

Grôlstmôglicbe Erbobung der Stabilitât in der stationâren Nord- 
Sûdlage ist insbesondere erforderlicb wegen der Einwirkung der Scbiffs- 
bewegungen auf den Kreisel. Denn jede Bewegung des Scbiffes be- 
deutet eine Stôrung seiner Gleicbgewicbtsbedingungen, veranlafst also 
Scbwingungen, die in engen Grenzen gebalten werden mûssen, damit 
der Apparat praktiscb brauebbar sei. Zwei Fragen sind nun zu beant- 
worten: 1. Wie reagiert der Kreisel auf eine gleicbimâfsige Bewegung des 
Scbiflfes? 2. Wie reagiert der Kreisel auf eine Bescbleunigung des Schiiffes? 
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1. Fâhrt das Schiff mit konstanter Gesdiwindigkeit von Ost nacli 
West; oder umgekekrtj so ist dièse Bewegung gleiclibedeutend mit 
einer kleinen Verringerungj bezw. Vergrofserung der Erdrotations* 
geschwindigkeit. Im ersten Pâli ist, angenommen, dafs sich die 
stationâre Raumprâcession eingestellt hat, dereu PrâcessiorLSgesclLwindig- 
keit eine geringere als "bei ruhendem Sckiff; dieser entspriclit eine 
kleinere Kreiselwirkung, der also aucb. ein kleineres Scliweremoment 
das Gleichgewicht halten mufs. Die Folge ist daim nur eine etwas 
geringere Erliebung der Figurenaxe ûber den Horizont. Im anderen Falle 
wird nmgekebrt die Figurenaxe eine etwas grôfsere Erliebung annehmen. 
Dièse Wirkung ist dieselbe wie beim Ubergang zu einer anderen geo- 
graphisclien Breite und unschâdlich, da sie die Weisung nicht beeinflufst. 

Eine Falirt in der Nord-Sûdrichtung andererseits ist gleiclibedeutend 
mit einer zur Erddrehung hinzukommenden Drehung um einen âquato- 
rialen Durchmesser, wobei aber die resultierende Axe ans der Erd- 
dreb-ung und dieser liinzukommenden Drehung wegen der Kleinheit der 
letzteren wenig von der Polaraxe abweicht. Die scUiefsliclie Wirkung 
ist nun^ dafs bei der station'âren Raumbewegung die Figurenaxe sich. 
in die Vertikalebene durcli dièse resultierende Dreliaxe einstellt. Ihre 
Eicbtung weicht also von der Meridianebene ab^ jedocb, ausgenommen 
in hohen Breiten^ nur um einen kleinen Winkel. Die Abweicliung, 
die sich westlich bei Sud-Nord- und ostlich bei Nord-Sûdkurs ergiebt, 
betrâgt z. B. fur einen mittleren Geschwindigkeitswert, etwa 16 Knoten 
in der Stunde*): 

fur die Breite: 0^ 20« 40<> 60^ 70« 

Abweichung: lfi2^ lfi4P 1,33« 2,03« 2,97^ 

2. Wir kommen nun zu den Beschleunigungsefifekten, die in erster 
Linie beim TJbergang von einer zu einer anderen verschieden grofsen 
•oder verschieden gerichteten Geschwindigkeit auftreten. Vermôge der 
bei der wirklichen Konstruktion ausdrûcklich vorgesehenen Dâmpfung 
stellt sich die Figurenaxe, sobald die Geschwindigkeit wieder gleich- 
formig geworden ist, in die neue Gleichgewichtslage ein, wenn dièse 
einen genûgenden Stabilitâtsgrad besitzt. DurcK die Storung der ur- 
sprûnglichen Gleichgewichtsbedingungen aber entstehen Schwingungen, 
deren Amplituden den Betrag der schliefslich erreichten Abweichung 
ûberschreiten kônnen. Wie kommen des Nâheren solche Schwingungen 
zu Stande? 

Bei einer Geschwindigkeitsânderung des Schiffes in ost-westlicher 
Richtung behâlt der Kreisel zunâchst seine Raumprâcessionsgeschwindig- 

*) Siehe den pag. 846 zitierten Aufsatz von Schuler, pag. 669. 
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keit bei da ja das Scliweremoment sicli zunâchst hocIi nicht verânderfc 
hat. Da dièse Bicht mehr mit der Raumgeschwindigkeit des Schiffes 
ûbereinstimmt, so weiclit der Kreisel aus der Meridianebene seitlich 
ans und beginnt eine von Nutationen ûberlagerte, langsame Horizontal- 
prâcession. Denn eine solche mufs immer eintreten, wenn die Gleicb- 
gewichtsbedingung der Raumprâcession (pag. 849) gestort wird, wie bei 
ruliender Erde jeder Anstofs eine pseudoregulâre Horizontalprâcession 
bedingi Dabei ist eine genûgende Grôfse der Richtkraft nach dem 
Meridian erforderlich, damit die Figurenaxe nicht eine vollstândige 
Prâcession ausfûhrt, sondern nach einem kleinen Ausschlag in einer 
Schwingung um die neue Gleichgewichtslage in den Meridian zurûckkelirt. 
Wir werden dièse Forderung noch quantitativ zu prâcisieren liaben^ be- 
merken aber im Voraus, dafs schon wegen der Kleinheit der Storung 
dièse Ànsschlâge sebr klein sind neben den gleicli zn besprechenden Aus- 
schlâgen bei der n'âmlichen Gesckwindigkeitsanderung in Riclitung des 
Meridians und dater praktisch nicht in Betracbt koiomen. tJbrigens 
sind sie auck deskalb, weniger wesentlich, weil die Schiffakrt im AU- 
gemeinen nickt auf Breitenkreisen, sondern auf grofsten Kreisen erfolgt. 

Die Beschleunigung des Unterstûtzungspunktes ist nach den 
bekannten Trâgheitsgesetzen einer am Schwerpunkt angreifenden^ ent- 
gegengesetzten Kraft âquivalent. Fiir eine Ost-Westbeschleunigung ist 
deren Moment um die Figurenaxe gerichtet und daher unwesentlich. 
Fur eine Nord-Sûdbeschleunigung dagegen wirkt ihr Moment um die 
Ejîotenlinie und hat, wie das Schweremoment, in letzter Linie eine 
pseudoregulâre Horizontalprâcession zur Folge^ die zunâchst so lange 
andauert, als die Beschleunigung wâhrt. Es ist erforderlich, dafs 
wâhrend der Andauer der Beschleunigung der Gesamtbetrag dieser 
Prâcessionsbewegung innerhalb praktischer Grenzen bleibt. Ûbrigens 
ist dièse Abweichnng stets nach derselben Seite gerichtet, wie die der 
naehher sich einstellenden neuen Gleichgewichtslage (vgl oben), so 
dafs fur die nun resultierende Schwingung nur die Differenz dieser 
beiden Àbweichungen als Amplitude in Betracht kommt. 

Beschleunigungen des Schiffes, und zwar im Meridian und senk- 
recht dazu, kommen bei jeder Wendung in Prage. Daher steht die 
Figurenaxe an einer Kurve nicht vôUig still, wie die Magnetnadel, 
sondern sie macht kleine Schwingungen, und nur wenn dièse genûgend 
klein sind, lâfst der Kreiselkompafs die Kurve richtig erkennen. 

Neben den absichthchen Beschleunigungen des Schiffes kommen aber 
auch aile unregelmâfsigen Bewegungen ganz wesentlich in Betracht, wie 
Schwingungen des Schiffes und der Kreiselunterlage. Da es sich bei 
solchen Stôrungen stets um kurzperiodische handelt^ so konnen sie, nach 
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den bekannten Resonanzprinzipien^ dadurcli unscliâdlicli gemacht werden^ 
dafs die EigensckwiBgungsdaiier des Kreisels grofs gew'âiilt wird. Dies 
wird nun gerade durch die schon genannte effektiye Tr'âgheit des Anschutz'- 
schen Kreisels erreichty olme dafs es deshalb nôtig wâre, zu gi'ofse nnd 
technisch nacliteilio;e Massen anzuordnen. Die Grôlse der Schwingungs- 
dauer ist aber andererseits naturgemâfs beschr'ânkt durch die Forderung^ 
dafs der Kreisel bei einer grôfseren Stôrung niclit zu lange braucht^ um 
seine Gleichgewicbtslage zu eiTeicben. Bei dem Anscliûtz-Kâmpfe'sehen 
Apparat ist als gûnstiges Mittel eine Schwingungsdauer von 70 Minuten 
gewâblt, und ûberdies werden durch kardanische Hângung des .ganzen 
Systems aufsere Stôfse nach Moglichkeit von vornherein abgeschwâcht. 
In der durchaus notwendigen Lange der Schwingungsdauer scheint 
insofern eine Schwierigkeit *) zu liegen, als eine so langsame Schwin- 
gung nicht unmittelbar dem Auge als solche kenntlich ist. Nun ist 
aber jede Schwingung, wie wir noch sehen werden, mit einer gleich- 
periodischen geringen Hebung und Senkung der Figuremaxe verknûpft, 
die durch eine empfindliche Libelle auf der Kompafsrose angezeigt 
wird und dem Steuermann die augenblickliche Mifsweisung des Kom- 
passes, das Vorhandensein einer Schwingung, zu erkennen giebt. Bei 
einer gleichzeitigen Wendung wird allerdiugs die Libelle fur diesen 
Zweck vorûbergehend unbrauchbar, da dann durch die Zentrifugalkraft 
ihre Grleichgewichtslage gestort wird. 

Wir haben des Weiteren den Bewegungsverlauf analytisch darzu- 
steUen. Bei der Berechnung der Kreisel wirkungen machen wir wieder**) 
die Annahme, dafs die Impulsaxe mit der Figurenaxe zusammenfalle, 
vernachlâssigen also den Impuis, welcher der Bewegung der Figurenaxe 
um die Erdaxe und relativ zur Erde entspricht, neben dem Rotations- 
impuls um die Figurenaxe. Als wirkende Momente haben wir dann 
das Schweremoment und die Kreisel wirkungen, die von den Raum- 
bewegungen der Figurenaxe herriihren, anzusetzen. 

Es bezeichne d' die Erhebung der Figurenachse ûber den Horizont, 
und zwar bedeute positives # eine Hebung der Seite, von der ans die 
Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgt, also des „Nordpols"; 
Tjj die westliche Abweichung des Nordpols von der Nordrichtung SN. 
P sei das Schweremoment fur den Ausschlag -x-, also Psiu'^ fur den 
Ausschlag ^, B das Trâgheitsmoment des ganzen Systems um die 
vertikale Axe, A um die horizontale Knotenlinie, N der Eigenimpuls. 

*) Ygl. die Diskussion zu dem pag. 846 zitierten Yortrag von Anschûtz. 

**) Wie § 1 dièses Kap. unter I und II. Ygl. auch die fniheren Nâlierungs- 
formeln ûber pseudoregulâre Priicession in Kap. Y, die wesentlich auf dieser An- 
nahme beruhten. 
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In Â und B sind aufser der Masse des Rcliwuugringes die Massen der 
Anfhângevorriclitung einbegriffen, soweit sic au der Bewegung der 
Sctwungriugaxe teilnelimen. A ist konstaiit, ./>* kann bei kleinen Er- 
hebuncren d' anniihernd als konstaiit angesehen wenlen, fîlr die Konstanzi 
von N sorgfc der Antrieb. Ferner soi co die Wiîikelgescliwindigkeit 
der Erde; (p die geograpliisclie Breite. Die Erddrehung zerlegen wir in 
die Komponenten œ sin (p um die Vertikale und co cos y nm die horizon- 
tale Nord-Siidriclitung. 

Dièse Drebkomponenten geben Anlafs m Kreiselwirkimgen, deren 
Axe senkrecht auf der fraglichen Dreliaxe und der Inipulsaxe steit. 
Eine einfache geometrische tïberlegung gibt fur dièse die folgenden 
nacb der Formel (II) des § 1 bereclmeten Werte: 

Um die Knotenlinie: 

K = Nm (sin <p cosd' — cos ç sin # cos i^). 

TJm die Vertikale: 

ii^' =s — ]\fco cos <p COH # sin ^;. 

Von der Bewegung relativ znr Erde rUhrcn die Kreiselwirkungen her: 
TJm die Knotenlinie: 

K^ n« N-^ C08#. 

Um die Vertikale: 

z;«-~^jf-';^}co8^. 

Dater sind die Bewegungsgleichungen: 



(1) 



A -jî'i' =- Nœ (sin 9? cos 1)" — cos <p sin ê- cos tli) 



+ iV- ,t- cos & — P Binê' 

J5 ^ = -_ ]Sf0 eos (p coB'ô' ain t^ — iV" ^,- cos #. 



Wir bescbfànken uns nun auf solche Bewegungen^ bei denen, wie 
es dem Zwecke des Kreiselkompaases entspricht, die Erhebung ê be- 
stândig sebr klein bleibt, yernachiassigen ako # neben endlichen 
Grofsen, wabrend Nm selbst als kleine Grofee erster Ordnung an- 
zusehen ist. Die Recbtfertigung dieser Vernachliissigung liegt in der 
verhâltnismâfsigen Grôfse des SchweremonientS; das iilinlich wie beim 
Foncaulf scben Horizontalkreisel eine nachgiebige Filhrung in der Nâhe 
der Horizontàlebene bedentet Die Gleicbungen (1) werden dann*): 

(2a) A^»Nc,Bmç + N'^^^F^, 

(2b) jB -^f «= — Nm cos (p sin^ — N-^- • 

*) In Ûbereinstimmnng mit den Grandgleiclmngcn (4) in dem xitierten Auf- 
satz von 0. Martienssen, Physik. Ztscbr. Bd. 7 (1906) pag. 685. 
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Ans (2 a) erhalten wir durch Differentiation und Einsetzen von 4^ 

dt 
a-as (2 b): 

(3) NA^ == (N'+ PB) g + PNœ cosg. sin^. 

Andererseits wird nach zweimaliger Differentiation von (2 b): 
(3a) -NA^^AB^ + NAcoooscp'^^'' ' 



dt' ^^-^ dt' -r-^^^^^y^^^-j^-' 

Ans (3) und (3 a) wiirden wir offenbar dnrcb Addition eine 
Schwingungsgleichung vierter Ordnung fur die Koordinate i^j erhalten^ 
die also eine tJberlagerung zweier Scbwingungen bedeutet, und zwar^ 
wie wir sogleicb hier zufûgen, einer langsameii nnd einer schnellen, 
die wir als Prâcession und Natation auffassen kônnen. Dièse zwei 
Schwingungen sind ihrerseits der Raumprâcession ûberlagert, die sicb 
durcb konstante Werte von il) und %- ausdrticken mufs, und zwar nach 
den Gleichungen (2) durch die Werte: 

. ^ ^ Ncù sin g? 

Die Figurenaxe weist also in dieser Gleichgewichtslage nach Norden^ 
unter kleiner Erhebung ûber den Horizont; da Ng) immer klein ist und 
P genûgend grofs gewâhlt werden kann. 

Die beiden Schwingungen betrachten wir nun gesonderi Handelt 
es sich um eine langsame Schwingung um die Gleichgewichtslage, so 
ist die Gl. (3) angenâhert in bekannter Weise durch die folgende Gl. (4) 
zu ersetzen: 
(4) (J^2 ^ pj5) g: _^ p_j^^ ços 9 sint^ = 0, 

die wegen der relativen Kleinheit von FNœ und Grôfse von N^ that- 
sâchlich eine langsame Schwingung darstellt.*) 

Dieser langsamen Schwingung ûberlagern sich noch rasche Nuta- 
tionen, die man bei Berûcksichtigung der bisher gestrichenen Glieder 
erhâlt. Setzt man nâmlich 

^ == î/'o + ^1 ; 



*) Entnehmen wir n'âmlich die Grofse der linken Seite von (3) aus (3 a), sa 
•wird aie durch zwei Glieder ausgedrûckt, die einzeln klein sind gegen zwei Glieder 

der rechten Seite. Denn es ist ANco — rrs-^ ohne Weiteres neben N^ -~^ zu 

dt^ ^4^ dt^ 

vernachràssigen, ferner fur die langsame Schwingung (4) AB -~~ von d^ Ord- 
nung -=^ FB -~j also neben FB-y-- zu vernachlâssigen. Die Losung def^ 
Gleichung (4) stellt also in der That eine Nâherungslôsung auch fur die Gl. (3) dar. 
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wobei ipo ^^^ ^^' (^) g^^^S^ï^ ^^^^^ ^^ ^^''^^^'^^ ^^^^^^ ^^^^ ^^"^^^i^e Ab- 
weichungen ^^ aus (3) und (3 a) dureh Elimination von d- die Gleichung: 

(5) AB^-^ + {ANœ emcp cosi^'o + ^'' + i^J^)^5' 

+ PNco C08 9 cos i^'o • 'e/,'i == 0. 

Setzt man z^^ == (X^'^*, so mnfs 2 der (Heiekung viorten Grades 

ffenÛÊfen: 

^JBl^ + (^liN^co cos (p cos ^i^^o + N' + l'B)^' 
(5 a) 

Bei genûgend grofsem Wert von N ist dièse Gleielmug immer fiir 
einen grofsen negatiyen Wert von l^ erfiUlt, deu nian Ixinreichend 
genau bei Vernachlassigung des absoluten GUtnles in (5 a) zu 

■Mt 

^^ ■■"^"■" AB 

erbâlt. Dièse grofse ITrequenz entspricht in der That den rascben 
Nutationen der Figurenaxe bei der pHeudort^guHiren PrilcesBion. Die 
aûderen beiden Wurzeln von (5 a) dagegen fallen kloin aiiH und ent- 
sprechen der vorangestellten langsamen Bchwingnng. 

Die tJbereinanderlagerung der baiden Schwingungen stellt die 
vollstândige nâherungsweise Losung des Systc^nis (2) dar.*) Fiir die 
rascben Nutationen bleibt, wie von der pnoudoregulilren Prilcession ber 
bekannt, die Schwingung in %" von der Qrcilstmordnung derjenigen 
von i)^, Wir baben noch zu bestiitigen, dais, wagen des verhilltnis- 
mâfsig grofsen Scbweremoments, das die». Figurenaxo in die Horizontal- 
ebene drângt^ der Winkel %• auch ïi\x die langsamen Schwingungen 
wirklich. immer klein bleibt. km (2 b) folgt: 

rHier ast œ an sich und ^^ ^^ j(3denfalls ftlr dio langnaïna Sdiwin- 
-gimg""(4) klein, also bleibt ê' zwischen engen Gronzen. Der aichtbare 
Scliwînguiigscbarakter wird daher eine langeame horizontale Scbv^in- 
g^gi" die von einer gleiebperioclischen VertikalKchwingnng von sebr 
-l^^^r Amplitude begleitet ist. Wegen der Kieinheit von d^il)/dt^ 
-^siad 5ach (2 b) beide Scbwingungen in der l^hase uni eine Viertel- 

~ S- Wir wûrden natiirlich unmittelbar dièse Obereiuanderlagerung von zwei 
^ScîiwiSgmigen erkalten haben, wenn wir in don Gleiclmngen (2 a) nnd (2 b) aach i/; 
-■als klein vorausgesetzt hâ-tten. Doch ist dièse Vernachlilssigung nicht immer (z. B. 
fur die erste EiasteUang des Kreisels) berechtigt. 
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Trellenlânge verschobeii; so dafs die Kreîselspitze eine flacîie Ellipse 
besclireibt, mit der grofsen Axe iin Horizont, der kleinen im Meridian. 
Die letztere ist aber so klein, dafs die Pigurenaxe in der Tbat wie eine 
horizontal scliwingende Magnetnadel ersebeint. 

Da bei diesem Scb.wingnngSYorgang die raschen Nntationen yer- 
nachlâssigt sind, die in Wirklichkeit auch, woM weil sie rasch ab- 
klingen, sicli nicht fûblbar macben, so handelt es sicb. hier, nnseren 
TorangesteUten Behauptungen entsprechend, um die allerdings durcb 
die Erddrehung ungleichfôrmig gemacMe Horizontalprâcession. Man 
kann sie als langsam verânderliche regul'âre Prâcession aiiffassen, bei 
der das wegen der wechselnden Erhebung yerânderlicbe Sctweremoment 
der Impulsverlagerung das Gleicbgewicht bâlt. Sie ist hier der Raum- 
prâcession ûberlagert und daher ungleicb.fôrmig geworden, w'âhrend sie 
bei verschwindender Erddrehung in eine gleich.fôrmige Horizontal- 
prâcession mit danernd gleicher Erhebnng ûberginge. 

Nach. der Gl. (4), die, in den Dimensionen einer Scbwingungs- 
gleichimg geschrieben, lautet: 

(4) ^Ç + b)^ + Nw cos <p sin^ = 0, 

schwingt der Kreisel wie eine Magnetnadel mit der ^^Riclitkraft" 
(eigentlicb. dem Moment der Richtkraft) Nœ cos (p. Der Trâgheit der 
Nadel entspricht hier eine effektire, die ans dem Tragheitsmoment B 
nnd einer scheinbaren ,,Trâgheit der Horizontalprâcession^', ^-, zu- 
sammengesetzt ist. Die letztere yerschwindet fur unendlich grofses P, 
d. h. wenn die Figurenaxe, wie beim Foucault'schen Kreisel von zwei 
Freiheitsgraden, in die Horizontalebene gebunden ist, und die GL (4) 
geht dann eben in die Schwingnngsgleichung dièses Horizontalkreisels 
ûher (s. pag. 748, GL (4)). Dièses effektive Tragheitsmoment, das aber 
bei genûgend grofsem Eigenimpuls weit ûber das ursprûngliche Trag- 
heitsmoment B ûberwiegt, macht den Kreisel von drei Freiheitsgraden 
in erhôhtem Mafse unempfindlich gegenûber âufseren Stôrungen von 
nicht zu langer Période. 

Die Schwingungsdauer der Bewegung ist fur kleine Schwingungen: 



sie wâchst also bei grofsen Werten des Eigenimpulses mit diesem 
wie YN/Pœ. Man hat daher in der Wahl des Eigenimpulses wie auch 
des Schweremomentes ein Mittel, die Schwingungsdauer zu regulieren, 
wâhrend die Grofse von J5 praktisch unweseutlich ist. 

Klein-Sommerfeld, Kreiselbewegung. 55 



oRg IX. Teclimsclie Anwendungen. 

Um den Kreisel nneinpfindlicli gegen âufsere StÔrungen zu machen, 
ist eine recht lange Schwingungsdauer erforderlich, die hier durch einen 
grofsen Wert des Impulses erzielt wird. Dagegen wîire beim Poucault'- 
schen Kreisel eine Verlângerung der Schwingungsdauer nur durch un- 
liebsame Vergrôfserung des Trâgheitsmomentes B oder unzurâssig kleine 
Werte des Impulses N zu erreichen. 

Die Gl. (4) giebt aher bekanntlich wie beim Pendel nur fur ge- 
nûgend kleine Anstôfse eine wirkliche Schwingung. Die vorher mehr- 
fach gestelLte Frage, fur welchen Anstofs der Kreisel eine dauernd gleich- 
sinnige Horizontalprâcession wirklich ausfuhrt und nicht schwingend 
in die Gleichgewichtslage zuriickkehrt, ist nun mit der auch beim ein- 
fachen Pendel aufzuwerfenden Frage identisch: 

„Ist die Bewegung eine periodische Schwingung oder erreicht das 
Pendel den hôchsten Punkt und bewegt sich also bestandig im gleichen 
Sinn?'^ 

Die Antwort liefert hier wie dort der Energiesatz. Durch Multi- 
plikation mit -^ und Intégration folgt ans (4): 

m ff + s) B)' - ©;] - 2if » '»• ^ (««. * - 1), 

wobei (-—- j die Winkelgeschwindigkeit fur tp ^ bedeutet. Die 

Figurenaxe macht keinen ToUen Umlauf, d. h. erreicht den Wert ^ == rit 
nicht, wenn 

(«)' (t).<T- 

Praktisch ist die obige Forderung aber noch yiel zu weit gestellt, 
da bekanntlich bei grofsen Ausschlâgen die Schwingungsdauer wie 
beim Pendel nicht mehr nach der Formel (6) zu bemessen ist, sondern 
viel langer, fur den Grenzfall, daB ^ == ^tt wird, sogar unendlich aus- 
fâHt. Daher sind nur viel kleinere Ausschlâge zulassig als der durch 
die Formel (8) gegebene. 

In dem Fall einer westôstlichen Geschwindigkeitsanderung des 
Schiffes ist (-^jj-j^ unmittelbar kinematisch zu entnehmen. Es sei Acd die 
zusâtzliche Winkelgeschwindigkeit um die Erdaxe, die der Ânderung der 
Schiffsbewegung entspricht und die wir uns der Einfachheit wegen als 
momentan erfolgend denkeu. Nach Gl. (2 a) gilt, bei Vernachrâssigung der 
Nutationen, also des Gliedes A^'\ no^ck der Geschwindigkeitsanderung: 

2V(o3 + Aod) sing) + JV^ ^ P^ « 0. 
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Da vor der Gescliwindigkeitsânderung Gleicligewiclit bestand, so war 

■ Pd' — Nœ siug? = 0, 
daber^ weil d" zunâchst uDgeândert bleibt, 

d. h. die Figurenaxe setzt zunâclist mit der ihr vor der BescLleunigiing 
eigenen Geschwindigkeit die Raumprâcession fort und weicht entsprechend 
aus dem Meridian ans. 

Die (allerdings zu weit gefafste) Bedingung (8), dafs der Ejreisel 
in dèn Meridian. zurûckkehre, wird dater: 

Aœ siucp <-^. 

Bei derû Anschûtz'sclien Instrument ist jT = 70 min gewâhlt, 

wâhrend Aœ einen kleinen Bruchteil der Erdgeschwindlgkeit betrâgt. 

Nebmen wir etwa 

. 1 1 27z: . 1 



und die geograpbiscbe Breite zu 45^ an, so ist 

1 '2,7t -i/ô" • —1 

80 2Î^"6Ô ^ ^^^ ~~ reoooo 



A(D sin 9 - ir ^"^ V2 min-^ = ^^ min^^ 



wâbrend 

betrâgt; unsere Bedingung (8) ist also durchaus erfûllt. Es bestebt 
daber hier keine Gefahr, daJfs eine west-ôstlicbe oder ost-westlicbe 
Bescbleunigung zu einer Horizontalprâeession von erbeblicbem Ausscblag 
Anlafs gâbe. 

Aus der Energiegleichung (7) und der gefundenen Anfangs- 
gescbwindigkeit (rft^/c?^)^) == A © sin gp ist dieser Ausscblag, ^^, wirklicb 
zu entnebmen. (Die Bezeicbnung i/;^ soll auf Bescbleunigung im Breiten- 
kreis binweisen.) Es ist zu setzen {dip/dt),p = ,p^=- und folgt dann 

angenâbert: 

^ iV Bin- cp . 2 

COS 1^. == 1 — r^5 ^ Ag3% 

^* 2 Pu) COS qp ' 

oder, da es sicb um einen kleinen Winkel handelt, also 

cosî^^=- 1 —i-%^ 
gesetzt werden darf: 

tpu = Aœ sinopl/-^ — - — - • 
^* ^ Y F<Q COS qp 

Der Ânderung Aœ der Winkelgescbwindigkeit entspricbt die 

linearé Gescbwindigkeitsânderung 

A^ = AgîJÎ cosç), 

55* 
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wo B den Erdradius bezeichnet. Also isfc schlierslich: 

Wir berechnen nun noeh de» balli8ti8chen Ausschlag, der der 
nâmlicheE und eben&lls als niomentan angenonuneiiea Goscliwindig- 
keitsânderung Av, aber jetzt in der Hi<ïlitung des Meridians, entspricht. 
Eine solche âufsert sich naeh pag. 852 ziniiichst in einein um die 
Knotenlinie wirkenden Moment. Ihre Ic^tzte Wirkung ist eine Hori- 
zoûtalprâcession unter Beibehaltung der vertikalen Erhebung^ wenigstens 
mit grofser Annâberung; dalier kehrt midx Aufhoreîi der lieschleunigung 
der Kreisel schwingend in die Iluhelagt^ zuriiekj oluie die Pnicession 
fortzusetzen. Es kommt also hier ntir darauf an^ den ganzeîi Aus- 
schlag innerhalb genûgeiid ongar (lrc*nzen zu lialten,*) 

Ist Q das nach pag. 847 borechnete Mcnnant der lîeHchleuniguDgs- 
drucke um die Knotenlinie, alBo 

WO y die Bescbleunigung bezeichnat, so atldiert ëivh Q in Gl. (2a) zu 
dem Scbweremoment Pd-, willirend das (îlied A. - (Pê;dt^ filr die Hori- 
zontalprâcession zu streichen ist. Somit wird 

N(^ sin f --^ Pê + Q + N'^^- - 0. 

Die beiden ersten Gliedi^r heben nich hier aiif wc^gen dor Oleich- 
gewicbtsbedingung der EaumpraceBHÎoïi, die ftlr die in Betraeht komniende 
Erhebung erfûUt ist^ wenn die ïîeBehlaunigang nieht zu lange andauert. 
Es bleibt also 

dt '"' ' ' N' 

daher wird der gesamte Ausschlag (^»„, weist atif IleHclileunigung im 
Meridian hin) 



^m- \\rdt^ ^^^rù.r 



da ^11 «3 j y^i^i^ 

unter t^ und ^^ die zeitlicben Grenr^eu der litî«ebleimigung Terstanden. 
Der Ausschlag kann also durch Wahl <ler KonBtruktionsgrôfsen 

und zwar gerade wieder der SehwingungsdawT, die von N/P al)liângt, 
fur aUe FâUe auf ein geeigûetes Mais herabgednlckt werden. Der 

*) Siehe fur die folgende Eecbïmïîg Scliuler, L e. pag. rm. 
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vorher bereclmete Aussclilag bei ost-westliclier Beschleunigung, ip^^ 
wird, auf Griind der spâter angefûlirten Mafse des Anscliûtz^sclien 
Âpparates bereclinet^ fur nicbt zu hobe Breiten viel kleiner, nâmlicbL 
weniger als 1/100 dieser Ablenkung ijj^, ist daher in der Tbat prak- 
tiscb nicbt zu berûcksicbtigen. 

Die Stabilitât des Kreisels wird noch erbôM durcb die Dâmpfang 
der ScbwingTiBgen, die wir in der GL (4) durcb ein scbematiscbes 
Zusatzglied +Dd'ilj/dt berûcksicbtigen kônnen. Bei dem Anscbûtz'scben 
Apparat ist die eigentlicbe Reibung natûrlicb auf ein Minimum be- 
scbrânkt, um die erforderlicbe Beweglicbkeit des Kreisels nicbt zu 
bindern. Die kûnstlicbe Dâmpfung wird dort mittels einer sinnreicben 
Pendelvorricbtung durcb ein âufseres um die Vertikale wirkendes 
Moment erreicbt, das durcb den vom Kreisel erregten Luftstrom erzeugt 
wird. Die Vorricbtung ist so getrojïen, dafs das Moment der Erbebung 
der Pigurenaxe ûber die Gleicbgewicbtslage im Meridian, also nacb 
GL(2a), bei Yernacblâssigung von '^", der augenblicMicben Prâcessions- 
gescbwindigkeit proportional wirkt, wie es zur Dâmpfung erforderlicb 
ist. Die Anscbûtz'scbe Anordnung bat ûbrigens bei Breitenânderungen 
eine kleine Abweicbung aus dem Meridian in der Gleicbgewicbtslage zur 
Folge und in geringerem Grade aucb bei Scbiflfsbewegungen, die bei 
Benutzung des Kompasses bekannt sein mufs. 

Bei der tecbniscben Aus- J 

fûbrungist dieborizontale Gleicb- 
gewicbtslage der Axe, die wir 
scbematiscb durcb ein Uber- 
gewicbt am inneren Ring des 
kardaniBchen Gebânges bescbrie- 
ben, durcb Auf bângung an einem 
Scbwimmer erreicbt. Dadurcb 
bat der Kreisel die erforderlicben 
drei Freibeitsgrade, und die Rei- 
bung ist auf ein Mindestmafs 
bescbrânkt. Fig. 134 zeigt die 
scbematiscbe Anordnung: Der Scbwungring ist in dem Gebâuse $ gelagert, 
dessen Form die borizontale Figurenaxe und die vertikal stebende Scbwung- 
ringebene erkennen lafst. Das Gebâuse s ist durcb das Verbindungsstiick d 
mit dem Scbwimmer i starr verbunden. Dieser ist in einem ringfôrmigen, 
mit Quecksilber gefûllten Gebâuse h beweglicb. Das ûber die Ring- 
ôffnung binûbergefûbrte Verbindungsstûck trâgt, starr befestigt, oben 
die Kompafsrose &; der Scbwerpunkt des ganzen Systems liegt unter- 
balb vom Metazentrum, d. i. annâbernd dem Scbwerpunkt des ein- 
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getauchten Teils, so dafs die Gleicligewichtslage auch ohne Rotation 
stabil ist. Fur die kleinen vertikalen Erhebungen des ganzen Systems 
um die Knotenlinie ist genûgender Spielraum gelassen. 

Der Durchmesser des Kreiselrades betrâgt 14,8 cm*), sein Trâgheits- 
moment um die Rotationsaxe 136000 grcm^. Die Umlaufsgeschwindigkeit 
wird durcii einenDrehstrommotor konstant gehalten, auf 20000 Umlâufen in 
der Minute. Daraus berechnet sich der Impuis zu N=2S • 10^grcm^sec~"\ 
Das Scbweremoment P betrâgt 15 • 10^ gr cm^ sec""^, entsprechend 
einem im Abstand 10 cm von der Axe angebrachten Obergewicbt von 
1500 gr. Das Moment der Richtkraft des Kompasses, NœcoB<p, ist 
dann, fur die Breite von Kiel berechnet, rund 12000 gr cm^ sec~^, sein 
scheinbares Trâgheitsmoment um die Vertikale -p = 52 • 10^ gr cm^. 
Neben dieser sebeinbaren Trâgheit der Horizontalprâcession kann das 
wirkliche Trâgheitsmoment JBj das von der Grôfsenordnung des Trâg- 
heitsmoments um die Rotationsaxe sein wird, ganz vernachlâssigt werden. 
Die daraus sich ergebende Scbwingungsdauer wird, wie scbon erwâbnt, 
etwa 70 Minuten. Aile Einzelheiten der Konstruktion, insbesondere 
elektrisclier Àntrieb, Scbmierung der Kugellager usw. sind natilrlich 
aufs sorgsamste durchgearbeitet, wie ûberbaupt der Apparat ein Meister- 
werk der Feinmechanik darstellt. 

Der Anschûtz'sclie Kreiseikompafs ist nicbt nur in der deutscben, 
sondem anch in der engliscben und ôsterreicbiscben Marine eingefûbrt. 
Jedes Scbiff bat einen an drei SteUen des Schiffes automatisch ab- 
lesbaren Kreisel und einen Reservekreisel. Es sind die Ergebnisse von 
mebrwôchentlicben Versucbsfabrten verôfifentlicbt worden, bei welcben 
der Scbwungring obne IJnterbrecbung mit konstanter Umdrehungszahl 
lief und etwa eine Milliarde Umdrehungen zurûckgelegt bat. Die Ab- 
weichungen aus dem Meridian erreichten, nacbdem sich die Kreiselaxe 
in den ersten zwei bis drei Stunden einmal in den Meridian eingestellt 
batte, wâhrend der ganzen Zeit nur wenige Grade. 

Wir selbst hatten Gelegenheit, den von Herrn Anschûtz im 
deutsehen Muséum in Mûnchen aufgestellten Kreiselkompafs in Thâtig- 
keit zu sehen und seine sichere Einstellung in den Meridian in ver- 
hâltnismâfsig kurzer Zeit zu beobachten. Besonders auffallend war die 
Ruhe derRosenstellung auch gegenûber starken âufseren Erschûtterungeo. 
Gewisse unerwûnschte ablenkende Wirkungen haben nach Angaben von 
Herrn Anschiîtz nur periodische Erschûtterungen von fester Richtung, 
deren Axe nicht mit der Nordrichtung zusammenfâllt, wie sie etwa 

*) Ans einer von Herrn Anschûtz uns gûtigst ûberlassenen Konstruktions- 
zeichnung entnommen* 
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durch. die Rollbe\^eguiigea des Schiffes ûbertragen werden kônnen. 
Docli ist deren Wirkung durch Aufhângen des ganzen Systems an selir 
langen Federn ausgeschaltet worden. 

Aus Allem ist zu entnehnien; dafs der Kreiselkompafs in der Tliat 
einen wirklicli brauchbaren Ersatz fur den Magnetkompafs bietet. Aller- 
dings dûrften die vorlâufig sehr hohen Kosten der Einfûbrung bei der 
Handelsmarine zun'âcbst im Wege stehen*) und sein Verwendungsgebiet 
der Hauptsache nach auf die Kriegsmarine beschrânken^ fur die nach. 
den eingangs gescbilderten Verhâltnissen ein nicht-magnetiscber Ricli- 
tungsweisèr geradezu eine Lébensfrage bildet. 

§ 8. Stabilitàt des Falirrads. 

Die wesentlichste Frage bei der Konstruktion der modernen Zwei- 
râder, die nach der Energie, die der Fahrer zur Erzielung der verh'âltnis- 
mâfsig grofsen Geschwindigkeit aufwenden mufs, ist theoretisch yielfach 
behandelt worden.**) Die grôfsere Energieersparnis, sowie "die leichtere 
Lenkbarkeit sind der wesentliche Vorteil des Zweirades vor dem Drei- 
rade. Mit den genannten Vorzûgen ist aber der Nachteil verbunden, 
dafs in der aufrechten Stellung der Schwerpunkt sich in labilem Grleich- 
gewicht bejSndet. Uin die Gleichgewichtslage bei âufseren Stôrungen 
dennoch einhalten zu kônnen, ist eine Erlernung des Radfahrens nôtig, 
die aRerdings durch besondere Konstruktionen des modernen Pahrrads 
erleichtert wird. 

Tragen nun zur Stàbilierung der aufrechten Lage hei genugender 
Qeschwindigkeit auch die Kreisélwir'kungen der rotierenden Ràder in 
nennenswertem Betrage ieij indem, in der herkômmlichen Bezeichnungs- 
weise, die Rotation saxenbestrebt sind, ihre Richtung im Raume bei- 
zubehalten? Im Hinblick auf die geringe Masse der Râder gègenûber 
der Masse des ganzen, von Fahrer und Rad gebildeten Systems môchte 
man eine solche Wirkung bezweifeln. Und ojïenbar liegt es auch nicht 
in der Absicht des Fabrikanten, sie zu verstarken, da ja sein Bestreben 
dahin geht, im Interesse der Energieersparnis aile Teile des Fahrrads 
môglichst leicht zu bauen, wâhrend eine Vergrôfserung der Radmassen 
der Stàbilierung durch Kreiselwirkungen zu statten kâme. 

Jedenfalls miissen wir auch an dieser Stelle betonen, dafs die Kreisel- 
wirkungen nur dann in Kraft treten kônnen, wenn das System die 



*) Vgl. die Diskussion zu dem eingangs zitierten Yortrag von Anschûtz in 
der ScMfFbautechnischen Gesellscliaft, Jahrbuch X, pag, 361. 

**) Ygl, Encyklopadie der. math. Wiss. Bd. IV, Nr. 9 (Walker, Spiel und 
Sport), pag, 149. 
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genûgenden Freiheitsgrade besitzt. Fur ein „Einrad", d. h. eine einzelne 
rollende Scheibe, ist die Stabilierung zweifellos môglicb, wie die theo- 
retiscbe Bereclmung in tJbereinstimmung mit der Erfabrung bestâtigea 
wiirde. Bei gentigender Geschwindigkeit ist die rollende Bewegung 
einer solcben Scheibe bei vertikaler Ebene stabil.*)- Hier kann die 
Bewegung als fortscbreitende Bewegung des Scbwerpunkts^ yerbnnden 
mit einer Kreiselbewegung um den Scbwerpunkt, aufgefafst werden,. 
und die letztere ist ja ans den frûheren Untersuchungen dièses Bucbes. 
als stabil bereits bekannt. 

Die relativ grôfste Âbnlicbkeit mit einer einfachen Scbeibe battexB 
die^nrsprûnglicb vielgebraucbten „Hochrâder" bei denen zu dem grofseiîi 
Vorderrad, das der einzelnen Scbeibe entspricbt, nur ein kleines Hinter- 
rad tritt^ nm den Sitz des Fabrers zu stûtzen und die Lenkung zut 
ermoglicben. Das Hinterrad wiirde aber die Zabi der Freibeitsgrade- 
des Systems um eins yermindern und dadurcb die Stabilierung unmôg- 
licb macben, wenn niclit die drehbare Lenkstange die Verdrebung der 
Vorderradebene gegen die des Hinterrades erlaubte. Bei Feststellung 
der Lenkstange batte das ganze System nur nocb zwei Preibeitsgrade^ 
das Umkippen um die borizontale Spurlinie und die mit Raddrebung 
verbundene Vorwârtsbewegung, und damit fiele jede Môglicbkeit der 
Stabilierung durcb die Kreiselwirkungen fort. Das beutige Zweirad nun 
ist nur in den Grôfsenverbaltnissen von dem Hochrad verscbieden; die 
beiden Râder sind gleicb grofs und die Masse der Rader ist viel kleiner 
im Verbâltnis zur Gesamtraasse. Daber wird aucb der Einfiufs der 
Kreiselwirkungen abgescbwâcbt. 

Der dritte Freibeitsgrad, die Drebung um die Lenkstange, ermog- 
licbt aber nicbt nur die Kreiselwirkungen, sondern aucb die Hilfen, 
die der Fabrer zur Aufrecbterhaltung des Rades selbst geben kann und 
die der gelernte Fabrer unwillkûrlicb anwendet. Die urspriinglicbe 
Tbeorie des Fahrrads, die von Rankine herrûbrt**), berûcksicbtigte 
nur dièse, vom Fabrer selbst ausgefûbrte Stabilierung. Neigt sicb etwa 
das ganze Rad auf die recbte Seite, so wird der Fabrer das Vorderrad 
nacb eben dieser Seite dreben und dadurcb das Rad zwingen, nacb 
rechts auszubiegen. Die durcb die Wendung entstehende, im Scbwer- 
punkt angreifende Centrifugalkraft bat ein Moment um die Spmiinie, 
das die Radebene wieder aufricbtet. Um nun ein Ûberfallen nacb der 
linken Seite zu vermeiden, mufs der Fabrer die Lenkstange wieder 
nacb links dreben usw. Gerade weil aucb dièse kûnstlicbe Stabilierung 
die Existen z des dritten Freibeitsgrades, der Drebung um die Lenk- 

*) Ygl Carvallo, Jotirn. de TEcole polyt. 2. Ser., 6. Heft, 1000. 
**) Theory of bicycle, Engineer 1869. 
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staBge, notwendig voraussetzt, ist es scliwer zu entscheiden^ welcter 
Anteil an der Stabilierung auf die Kreiselwiikungen, welcher auf die 
unwiHkûrliclLen Bewegungen des Pahrers entf âllt. Gegen die bedingungs- 
lose Annalime dieser Théorie wird der Fahrer einwenden, dafs er sicli 
durchaus nicht einer bestândigen Fûlirung der Lenkstange bewiifst ist^ 
dafs er ja auch, obne sie zu berûbren, sicher zu fahren im Stande ist 
und die Lenkstange niebr, um ein Umkippen des Vorderrads zu ver- 
bindern, fûhrt, als zar Stabilierung seiner aufreehten Lage. Er kann 
ja ûbrigens aucli durch unwillkûrliclie seitlicbe Neigungen des Korpers 
ein Scb-weremoment erzeugen, das ein TJmfallen verb.indert. 

Es bleibe daliingestellt^ inwieweit die Stabilierung durch kleine 
Bewegungen des Fabrers selbst erreicbt werden kann^ darûber kônnte 
vieReicht das Experiment entscbeiden. Fur aUe PâUe aber wird es 
von Interesse sein, zu untersucben, in welchem Grade iiberbaupt Eigen- 
stabilierung des Fabrrads obne Bewegungen des Fabrers môglicb ist, 
und wieweit dabei Kreiselwirkungen mitspielen. Der Stabilierungs- 
vorgang ist dann der, dafs eben die von Rankine besproebenen 
HiLfen teilweise die Kreiselwirkungen selbsttbâtig ûbernebmen, unter- 
stûtzt durcb geeignete Konstruktionen des Rades, die nocb zu be- 
sprecben sind. Die Frage, wie weit das Ead ohne Zutbun des Fabrers 
stabiliert ist, unter der Annabme also, dafs der Fahrer starr mit dem 
Rabmen des Rades verbunden ist und die Lenkstange nicht in der 
Hand hait, ist von Whipple*) und Carvallo**) behandelt. Wir 
werden im Folgenden zu untersuchen haben, in welchem Grade an 
dieser Stabilierung die Kreiselwirkungen beteiligt sind. Dabei werden 
wir natûrlich von aUen Nebenumstânden (einseitiger Antrieb durch die 
Pédale, Nachgiebigkeit des Pneumatik und die dadurch bedingte end- 
liche Beruhrungsfl'âche mit dem Boden, Reibung an der Lenkstange, 
bohrende Reibung am Boden usw.) absehen. 

Bei Whipple und Carvallo sind die allgemeinen Lagrange'schen 
Gleichungen erster, bezw. zweiter Art aufgesteUt, die letzteren ent- 
sprecbend modifiziert, da es sich um ein ,,nicht holonomes System" 
handelt, und dièse fur den FaR der kleinen Schwingungen um die ge- 
radlinige aufrechte Fahrt spezialisiert. Wir hofifen, den mechanischen 
Zusammenhang besser hervortreten zu lassen, wenn wir zur Ableitung 
entsprechender Nâherungsgleichungen, âhnlich wie es bei den friiher 
besproebenen Anwendungen geschehen, zu den Krâften, die im FaRe 
der Ruhe auf das System wirken, die von der Bewegung hervor- 
gerufenen Kreiselwirkungen und Centrifugalkrâfte zufûgen. Es ist 

*) Quart. Journ. of Math., Nr. 120, 1899. 
**) Journal de l'Ecole polytechnique, 2. Ser. 6. Heft 1901. 
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dabei wieder ausreichend, um die Glieder erster Ordnung in dei^ 
Scliwingungeii zu erhalten, den vereinfachten Ausdruck (I) der Kreisel- 
wirkung, pag. 764, zu rerwenden. Wenn. wir quadratische Glieder in 
den kleinen Schwingungen vernacUâssigen, so bemerken wir noch, dafs 
die Grofse der ûberhaupt in Betracht kommenden Ausscbrâge vôUig 
innerhalb der Grenze liegen, fur die dièse Niiherung bei der hier zu 
fordernden Genauigkeit ausreicbt. 

Die so zu erhaltenden Gleichungen stimmen mit denen von Whipple 
und Caryallo ûberein. Aus ihnen ist zu folgern: Die Bewegung ergiebt 
sicb fur kleine Gescbwindigkeiten naturgemafs als labil Fur gewisse 
mittlere Gescbwindigkeiten aber wird die Bewegung stabil, d. h. die 
Schwingungen konnen in der Form 

dargestellt werden, wo l eine komplexe Grofse mit negativ reeUem 
Teil bezeichnet: Whipple findet unter Zahlenannahmen^ die einem 
modemen Fahrrad besser entsprechen, als die Ton Carvallo, fur dièses 
Gebiet etwa die Geschwindigkeiten Ton 

16kmh-"^ bis 20kmh-^ 

also Geschwindigkeiten, die leicht erreichbar sind. Fur grofsere Ge- 
schwindigkeiten wird die Bewegung, was paradox erscheinen konnte, 
wieder labil, doch wird sich aus der Art, wie die eînzelnen Bestand- 
teile des Systems gekoppelt sind^ dièse Erscheinuûg leicht erklâren. 
Praktisch ist ûbrigens die letzte Labilitat nur eine schwache und kann 
durch fàst unmerkliche Bewegungen des Fahrers, auch ohne Beruhrung 
der Lenkstange, aufgehoben werden. 

. . Uns interessiert hier der Beitrag der Kreiselwirkungen zu den er- 
wâhnten Resultaten. Wir werden zeigen, was bei den genannten 
Autoren nicht yerfolgt ist, dafs bei Fortfall der Kreiselwirkungen das 
Gebiet der yollstândigen Stabilitât verschwinden wûrde, dafs also die 
Kreiselwirkungen trotz ihrer Kleinheit fur die selbstândige Stabilierung 
unentbehrlich sind. 

Das Zweirad (Fig. 135) besteht im Wesentlichen aus dem Rahmen, 
der das in seiner Ebene gelagerte Hinterrad tragtj und der Lenkstange, 
deren Axe das Vorderrad tragt. Da die Lenkstange durch einen festen 
Tubus der Rahmenebene gefahrt ist, so handelt es sich um zwei 
ebene Système, die, um eine gemeinsame Axe drehbar, verbunden 
sind. Mit dem Rahmen denken wir uns auch den Fahrer starr ver- 
bunden. Pie Drehaxe der Lenkstange ist bei den modemen Râdem 
nach rûckwârts geneigt, und zwar so gefûhrt, da^s ihre Verlângerung die 
durch den Berûhrungspunkt B^ des Vorderrads gezogene Vertikale B^S^ 
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zwischen diesem und dem Mittelpunkt S^ schneidet (Fig. 135), so dafs 

also die Verlângerung den Boden vor dem Berûlirungspimkt trifffc. Wie 

Bourlet*) lierYorliebt^ 

wird durcli dièse Fuhrung 

der Lenfestange das Um- 

fallen des Vorderrads er- 

schwert; wenn man sick 

das Hiûterrad gefûlirt 

oder, durchSdiwerpuntts- 

verlegung des Fahrers, bis 

zu einem gewissen Grade 

aufrecht gehalten denkt. 

Ein nâlieres Eingelien au£ 

die Folgen dieser nicht un- 

wesentliclien Anordnung 

wird hier entbelirlicli sein, 

weil sich. ilir Einflufs in 

unserer spâteren analytiselien Behandlung natiirlicli von selbst zeigt. 

Nacb dem bescbriebenen kinematischen ZusammenJiang zwischen 
Vorder- und Hinterrad kônnen wir in irgend einem Moment etwa die 
Lage der Eahmenebene willkurlieh. vorgeben (2 Koordinaten fur den 
Beriihrungspunkt, 2 Koordinaten fîir die Lage der Rahmenebene), ferner 
die Verdrehung der Vorderradebene gegen die Rabmenebene (1 Koordinate). 
Die Lage des ganzen Rades ist hiernacb bereits bestimmt, da nocb 
die Bedingung binzukommt, dafs beide Ràder den Boden berûhren 
miisseu; sie liât also, bei Ignorierung der cykliscLen Koordinaten, die 
in den beiden Ebenen die Stellung der Râder um ibren Mittelpunkt 
festlegen, im Ganzen 5 Freiheitsgrade der Lage. Die Bewegungs- 
môglichkeit des Rades ist zunâchst eine Neigung seiner Rahmenebene, 
dann eine Verdrehung des Vorderrades um die Lenkstange. Da die 
Bewegung der beiden Râder eine roUende sein soll, so ist durch die 
Lage der Vorderradebene aueh seine Bewegungsriclituiig bestimmt, da- 
durcb ist dann die Bewegung der Lenkstange gegeben, und also auck 
die Bewegung der mit der Lenkstange verbundenen Hinterradebene. 
Willkûrlicb bleibt nur nocb die Gescbwindigkeit der Vorwartsbewegung. 
Das Rad bat also 3 Bewegungsfreibeiten. 

Wir lernen hier das charakteristische Merkmal von nicht holonomen 
Sjstemen**) kennen, zu denen aile rollenden Bewegungen gehôren: Das 

*) In dem anziehenden kleinen Bûche: Nouveau traité des bicycles et 
bicyclettes, Paris 1898, pag. 87 ff. 

**) Ygl. H. Hertz, Die Prinzipien derMechanik, 1. Bucli, Abschn. 4, Nr. 123—133. 
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Rad kann in jede seiner cx)^ môgliclien Lagen durcli eine Aufeinander- 
folge von erlanbten Bewegungen ûbergefûlirt werden, walirend es doch 
in jedem Moment nicht in jede môgliclie unendlicli benaclibarte Lage 
dnrcli eine unendlicli kleine Bewegung ûbergefûlirt werden kann. 
Analytisch gesprochen: Die Bedingungsgleiclmngen zwischen den fiinf 
Koordinaten der Lage bilden ein nicht integrables System von Diffe- 
rentialgleiclinngen. 

Die Konstanten des Falirrades seien die folgenden: M^^ die Masse 
des Vorderrades, dessen Scliwerpunkt S^ wir ohne wesentlicHen Peliler 
im Mittelpunkt annehmen konnen. Seine Hoîie^ also der Radins des 
Rades, sei h^ (Fig. 135). Von der Masse der Lenkstange, die wir in 
M^ mit einreclmen konnen, baben wir bei der Schwerpunktsbestimmung 
abgesehen. M^ bezeichne die Masse von Hinterrad, Ralimen und Pabrer. 
Deren Scbwerpnnkt 8^ habe die Hohe i^^ nnd den Abstand r von der 
Vertikalen durch den Berûhrungspunkt B^ des Hinterrades. 

Es sei ferner: Â^ das Tfâgheitsmoment des Vorderrades nm die 
vertikale Axe dnrch den Bertllirungspunkt 1:?^, A^^ um dio Spnrlinie, jB^, B^ 
die entsprecbenden Grofsen des Systems: Hinterrad + Rahmen + Fabrer 
im Berûbrungspnnkt des Hinterrades, Bj^^ das Deviationsmoment dièses 
Systems in der Radebene, ebenfalls im Beruhrungspunkt geinessen. 

Die Lenkstange babe die JSTeigung 6 gegen die Vertikale, ihir Fufs- 
pnnkt F liège um die Lange c^ vor dem Ber(ihrungs])nnkt des Vorder- 
rades, nm q vor dem Beriilirnngspunkt des Hinterrades, so dafs c^—c^^l 
der Abstand der beiden Berûbrnngspunkte wird. 

Weiter sei O-g die Neigung der Hinterradebene gegen die Vertikale, 
wobei eine Neigung nacb. rechts im Sinne des Fabrers positiv gerechnet 
wird, d'^ die entsprecbende Neigung des Vorderrades, y der Winkel 
zwiscb.en Vorder- und Hinterrad, um die Lenkstange gemessen, positiv, 
wenn von oben gesehen das Vorderrad entgegen dem Uhrzeigersinn 
gegen das Hinterrad geneigt ist. q)^ sei der Winkel des Vorderrades 
gegen die Ebene der mittleren Fabrtrichtung, um dio Vertikale im 
gleichen Sinu gemessen wie y, gp^ der entsprecbende Winkel beim 
Hinterrad. Dabei soU es sich nur um sein kleine Winkel ^^^ d^^, q)^, 
ç?2, y bandeln, da nur dann dièse Definitionen unmittelbaren Sinn 
haben. Unter dieser Bescbrankung sind die kinematischen Formeln 
fur die Bewegung aufzustellen.*) 

Wir denken uns das Vorderrad in zwei Schritten in seine geneigte 
Lage ^^ gebracbt. Es habe zunâclLst die Neigung des Hinterrades, d'^, 

*) Fur genaue Durcbfûbriing der Kinematik des Fabnads vgl. Whipple 
und Carvallo 1. c. 
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wie wenn es starr mit diesem verbunden wâre, dazu kommt die Ver- 
dreb-ung um die Axe der Lenkstange, y. Letztere konneii wir nun 
(s. Fig. 135) in zwei Komponenten zerlegen, zunâclist eine um die 
Spurlinie, — y sin a, mit Eûcksicht au£ den oben definierten Sina der 
Drehungen. Dièse addiert sicb nacb den Sâtzen ûber kleine Drebungen 
zur ersterwâbnten Neigung des Vorderrades^ so dafs also wird: 

(1) ê'^^ d-^-— y sin G*. 

Die Vertikalkomponente der DrebuiDg y liefert dann: 

(2) (pi — <P2^ ? c<^s 6 . 

Zu diesen geometriscben Beziebungen fur die Lagenkoordinaten 
tritt uocb, den obigen Bemerkungen entsprecbend, eine nicbt bolonome 
Beziebung fur die Bewegungskomponenten. Die mittlere Gescbwindig- 
keit der Vorwârtsbewegung sei u. Wir denken uns die Lage des 
Rades, sowie die Bewegung u und die Drebung -^ des Vorderrades 
um seinen Berûbrungspunkt gegeben. Die gesucbte Beziebung erbalten 
wir, wenn wir beacbten, dafs durcb dièse zwei Angaben die Bewegung 
des Fufspunktes der Lenkstange 

bestimmt ist, also aucb die der ^ \^ 

Hinterradebene, die ja derLenk- ^^ ^ \\%'''"''''^'^ 

stange folgt. Der Fufspunkt F ^^,. '"' \^, .. -^ 

bat (Fig. 136) in der Spur des 3% .^-:::lllll3— r Tjb^ '^ 

Vorderrades die Geschwindig- -^r ^-^■^^"^^^-^''^^^ 

keitw, senkrecbtzudieserEbene Vord&rradspur 

die Gescbwindigkeit c^ -—- • 

Wir bilden die Bewegungskomponente senkrecbt zur Spur des Hinter- 

rades, die mit der Spur des Vorderrades den Winkel (p^ — (p^ = ip ein- 

scbliefst. Also wird die gesucbte Komponente: 

c^ -j^ cos {cp^ — (p^) + u sin (cp^ — (p^) 

oder, bei Vernacblassigung quadratiscber Grlieder: 

In Folge der seitlicben Drebung -j~- des Hinterrades wâre die nam- 
licbe Komponente 

^2 dt ' 
und es folgt daber: 

(3) ^2 %- == Cl ^ + ^^i^i - 9è 
als die gesucbte nicbt bolonome Grleicbung. 
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Da Cl klein ist gegen c^, so druckt die Bediiigung (3) aus, dafe 
das Hinterrad im Allgemeinen nacli derjenigen Seite folgen mufs; nacb 
der das Yorderrad gegen das Hinterrad verdreM ist. Durch Betrachtung 
der Bewegungskomponente von F in der Spur des Hinterrades wûrde 
noch eine Bedingung fur die Geschwindigkeit der Vorwartsbewegung 
des Hinterrades folgen, die von u um Grôfsen zweiter Ordnung ver- 
schieden wird. Fur unsern Zweck ist dièse Bedingung unwesentlich. 




Es sind nnn die auf das Rad wirkenden Krâfte und Reaktionen 
zu bestimmen (Fig. 137). Am Scbwerpunkt S^ greift die Schwerkraft. 
— M^g an, am Scbwerpunkt 8^ die viel grôfsere Scbwerkraft — M^g^ 
Reaktionskrâfte wirken an den beiden Bertibrungspunkten mit dem 
Boden und an der das Vorderrad und Hinterrad verbindenden Lenk- 
stange. 

Betracbten wir zunâcbst die Vertikalreaktionen. Wir braucben 
hier nur die Reaktionen zu beacbten, die bei der aufrechten gerad- 
linigen Fabrt der Scbwerkraft das Gleicbgewicbt halten, da dièse end- 
licbe Grôfsen sind; ibre Ânderungen im Falle kleiner Abweicbungen 
von der geradlinigen Fabrt sind als kleine Grôfsen hôberer Ordnung 
gegen die ursprûnglicben Werte zu vernacblâssigen. 

Es bandelt sicb also nur um die vertikalen Krafte, die im Falle 
der Rube die beiden Teile des Rades stûtzen. Nacb den allgemeinen 
Gesetzen mufste man an der Lenkstange eine Reaktionskraft und ein 
Reaktionsmoment mit der Axe senkrecbt zur Radebene ansetzen. Krafi 
und Moment kônnen ja aber durcb Verscbiebung im allgemeinen zu 
einer Einzelkraft zusammengefafst werden, und wir erbalten so die 
folgenden Reaktionen (Pig. 137): 
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Zunâclist, wie wenn das System voUstâiidig starr wâre, eine Kraft 

(4) , Z, = M,gt=I 
am Berûhrungspunkt des Hinterrades, 

(5) Z, = M,g+M,g^ 

am Berûhrungspunkt des Vorderrades. Der Bestandteil M^g ~ in Z^ 
wird durcli den Auflagerdruck des Rahmens auf die Lenkstange ûber- 
tragen, wir haben daher Gleichgewicht in beiden Teilen des gelenkig 
verbundenen Systems, wenn wir nocli an der Lenkstange, und zwar senk- 
reclit uber dem Berûlirungspunkt des Vorderrads, eine Reaktion zufûgen: 

— ^ =- ~ JHf q -Y am Vorderrad, 

(6) '^ ^ 

-{-Z =- M^g -j am Rahmen 

angreifend. Die Hôlie ibres Angriffspunktes ist qctg(? nach Fig. 137. 

Wir kommen zu den Horizontalreaktionen. Zunâclist wirkt eine 
Reaktion + F an der Lenkstange senkreclit zur Radebene und dater 
auch senkrecht zu Z, welche von der Ûbertragung der Seitenbewegung 
zwiscben beiden Teilen des Systems herrûlirt Ihre Grrôfse, die jedenfalls 
von erster Ordnung ist, kann natûrlich statisch nicht angegeben werden^ 
sondern liângt vom jeweiligen Bewegungszustand ab. Die nâhere Be- 
stimmung ihres Angriffspunktes ist fur unsern Zweck unwesentlich. 

Schliefslich mûfsten nocb die Reaktionen an der Lenkstange in der 
Fahrtrichtung eingefûbrt werden, die ja eigentlich den Antrieb vom 
Hinterrad auf das Vorderrad ûbertragen. Dièse sind aber im Fall der 
gleichfôrmigen geradlinigen Fahrt bei Vernachlâssigung der rollenden 
Reibung ûberbaupt nicbt vorhanden, im FaU kleiner Abweichungen 
nur von zweiter Ordnung; und da ihr Hebelarm um aUe in der Vertikal- 
ebene durcb den Berûbrungspunkt hindurcbgehenden Axen von erster 
Ordnung ist, so sind in den spâter zu benutzenden Momentengleichungen 
ibre Momente von dritter Ordnung und kommen daher nicbt in Betracbt. 

Ebensowenig ist zu berûeksicbtigen, dafs durch eine Verdrebung 
des Vorderrades um die Lenkstange sein Berûhrungspunkt seitlich ver- 
schoben wird, wie die geometrische Anschauung zeigt. Denn dièse 
Verschiebung ist von erster Ordnung, und ihr Einflufs auf die zu be- 
trachtenden Momente um den Berûhrungspunkt von zweiter Ordnung. 

Wir mûssen hier noch eine kinematische Bemerkung bezûglich der 
Lage des Schwerpunktes anschliefsen.*) Es lâfst sich leicht geometrisch. 

*) Vgl. Bourlet, 1. c. pag. 91. 
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zeigen, dafs bei unserer Ânnalime ûber die Lage der Lenkstange und 
des Schwerpunkts S^, nâmlicli q > 0, r > 0, durch eine Verdrehung des 
Vorderrads bei yertikal stehendem Hinterrad die Hohe des Schwer- 
punkts S^ in erster Nâberung zwar, aus Symmetriegrunden, uiiverilndert 
bleibt, bei Berecbnung der Glieder zweiter Ordmmg aber sicb. Terringert, 
so dafs die Lage y = ein Maximum der Scb.werpunktsliohe bedeutet. 
Dièses besagt, dafs zu dem Schwere-Potential, welches der [einfacien 
seitliclien Neigung entspriclit: 

const ^f (MAe^,' + 3I,h^,'), 

auch Glieder mit dem Faktor c^rgM^y^ imd c^rgM^ê'y hinzutreteii. 
Auf ihre genauere Bereclinung kôimen wir hier ver/ichten, da die ihnen 
entsprecheiiden Kraftglieder durcb Vermittelung der an der Lenkstange 
angreifenden Reaktion Z (GL 6) in die scbLliefslichcn Gleichungen von 
selbst eingehen werden. 

Dagegen kommen, wie bei allen Schwingungen um Gleichgewicbts- 
lagen, die kinetischen Glieder, die dieser Senkung entspreclien, in unseren 
NâherungsgleicbLungen erster Ordnung niclat vor. 

Anfser den bisher besprochenen^ auch ohne Vorwilrtsbewegung vor- 
handenen Krâften haben wir nun noch die scheinbaren Krâfte der 
Bewegung, nâmlich die Centrifugalkraft und die Kreiselwirkungen, hinzu- 
zaftigen.. Wir zerlegen die Vorwârtsbewegung in die Translation, mit 
der Geschwindigkeit u in der mittleren Fahrtrichtung, und die Rotation 
der Râder in ihren Ebenen, deren Winkelgeschwindigkeit , - ist Der 
Impuis dieser Rotation ist fur jedes der beiden Rader der nâmliche 
und sei wieder mit N bezeichnet. Am Schwerpunkt 8^ greift dann die 
Centrifugalkraft , 

Mu ^^^ 

am Schwerpunkt S^ die Centrifugalkraft 

senkrecht zur Radebene an. 

Von der mit der Vorwârtsbewegung verbundenen Rotation rlihren 
die Kreiselwirkungen her, deren Grôfse und Sinn sîch in gleicher Weise 
bestimmt, wie es im Fall der Eisenbahnwagen naher ausgefuhrt wurde. 
Einer Senkung des Rades zunâchst, -, - , folgt eine Kreiselwirkung um 



die Vertikale nach: 




Am Hinterrad: 


-^t 


Am Vorderrad: 


-<i- 
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Ein Senkung nach reclits etwa liât ein Moment um die Vertikale 
nacli redits (vom Fahrer gesehen) zur Polge, 

Ferner ist die Kreiselwirkung, von der Drehung um die Vertikale 
-p-j herriilirend und um die Spurlinie wirkend, zuzufûgeu: 

Am Hinterrad: + -^^ v/ • 

dt 

Am Vorderrad : + N ~^^ . 

Die letzteren beiden Momente sind gleicligericlitet mit dem Moment 
der Centrifugalkraft; und da N mit u proportional ist, ûberliaupt nur 
durch einen konstanteu Faktor von diesem verschieden. Da aber zur 
Centrifugalkraft die Masse des Fahrers und des Ealimens beitrâgt, zu 
den Kreiselwirkungen aber nur die Masse der R'âder, so sind in diesem 
Bestandteil jedenfalls die Kreiselwirkungen sehr ùnwesentlich neben 
den Centrifugalwirkungen, âhnlicli, wie es sick im Fall der Eisenbahn- 
wagen ergeben hatte (vgl pag. 775). 

Nack diesen Vorbereitungen kônnen wir nun die Impalsgleickungen 
fur die frûher besprockenen Grade der Bewegungsfreikeit ansetzen. Fur 
die Stabilitâtsfrage, die uns hier interessiert, kommen dabei nur die 
Grleickungen fur die beiden Freiheitsgrade der seitlicken Neigung und 
der Verdrehung um die Lenkstange in Betracht^ wâhrend die tkat- 
sâchlich gleickzeitig vorhandenen kleinen Sckwankungen in der Gre- 
schwindigkeit der Vorwârtsbewegung auf jene beiden Koordinaten nur 
einen Einflufs hôherer Ordnung haben. 

Die Ânderung des Impulses um die Spurlinie von Hinter- und 
Vorderrad ist kinetisch ausgedrûckt, d. h. durck Masse und Besckleu- 
nigung {Aj^^ ist NuU, wenn wir von der sckrâgen Lage der Lenkstange 
absehen, deren Masse an sich klein und daher oben gar nickt erwâknt ist): 

beim Hinterrad: ^n^^' ~~ -^/«t? W- 

beim Vorderrad: Aj^d'^' 

Die Summe dieser Glieder ist gleick der Summe der um die Spur- 
linien wirkenden Momente , nâmlick der Kreiselwirkungen um die 
Spurlinien und der Momente^ die von Centrifugalkraft und Sckwerkraft 
(Hebelarm \ bezw. W endlick von den Vertikalreaktionen Z kerrûkren. 
Dièse Summen dûrfen wir algebraisch statt vektoriell bilden, da die 
Berûcksicktigung des Ideinen Winkels zwischen den beiden Spurlinien 
nur zu Gliedern zweiter Ordnung Anlafs geben wûrde. Wir erhalten dater: 

+ M,g\^, - Zc^ ctg (3'^^ + M,g\^, + Zc^ ctg 6 ^ ^,, 

Kleiîi-Sommerfold, Kreiseltewegung. 56 
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Dièse Gleidiung wird durcli Eiiifûlirung der Kraft Z aus (6): 

+ glMJi.d', + M.hd', + M,e, ctgor J" (^, -^ ^,)], 
Das letzte Glied der Grleichung (7): 

oder nach der kinematischen Gleichung (1): 

verschwindet, wenn Vorder- und Hinterradebene zusammeûfallen; es 
entspriclit der sclion frûlier bemerkten, durch die VerdrehuBg des Vorder- 
rades bewirkten Senkung des Schwerpunkts S^- tJbrigens yerschwindet 
es stets in dem Fall, dafs die Lenkstaiige durch den Berûhrungspunkt 
des Vorderrads geht (c^ = 0), da dann, in erster Naheruag, das Vorder- 
rad frei um die Lenkstange drehbar ist, ohne Beeinflussmig des 
Hinterrads. 

Wir hâtten nun noch die Impulsgleichungeii z. B. fiir die verfcikalen 
Axen zu bilden, woRen aber, der Einfachheit halber, statt dessen die 
Gleicliuiigen fur Axen parallel zur Lenkstange aufstellen^ die also nnter 
dem Winkel gegen die Vertikale geneigt sind. Wir wâblen die 
Axen durcli die beiden Berûlirnngspimkte und bilden der grôfseren 
Ûbersiclitliclikeit wegen zun'âclist die Gleichungen fur die beiden Teile 
des Rades getrennt, in welchem Falle wir die Reaktionen an der Lenk- 
stange zn "berûcksiclitigen haben. 

Von diesen kommt nur das Moment der Kraft Jt: 3f; die senkreclit 
zur Radebene angreift, und der vertikalen Kraft ± Z in Betraclit; die 
Summe ihrer Momente ist fiir die angegebenen Axen, unabhangig von 
ihrem Angriffspunkt: 

am Hinterrad: (J + Zd'^)e^ cos 6, 

am Vorderrad: — ( T + Zd^^) q cos 6 . 

Das Reaktionsmoment an der Lenkstange dagegen kann unberûcksiclitigfc 
bleiben; denn da die beiden Teile um die Lenkstange frei drehbar sind^ 
so hat dièses jedenfalls keine Komponente um die Lenkstange oder die 
dazu parallel gewâhlten Axen. 

Fur das Vorderrad ist die Impulsllnderung in dieser Richtung^ 
nach den Bezeiclmungen von pag. 868 wieder ans den kinetischen Ble~ 
menten berechnet: 

cos aA^cpy^' — sin ^Aj^d'/'. 



§ 8. Stabilitât des Fahrrads. 875 

Die Kreiselwirkung um dièse Axe setzt sicli ans den pag. 872 und 873 
angegebenen Kreiselwirkungen ziisammen zu 

— N'ip'^' cos 6 + gp/ sin ô). 

Aufserdem sind die Momente der Centrifugalkraft, der Schwerkraft und 
der Reaktionen Z und Y zu bilden. Der Arm der Centrifugalkraft 
sei $^ = \ sin 6^ und entsprecliend am Hinterrad: s^ = /ig sin ^ + r cos 6 
(vgl. Fig. 137). Wir erhalten so die Impulsgleicliung: 

Icos 6A^ (pi' — sin (SAj^d'l' 
= — N(d^l cos 6 + 9/ sin (?) — M^s^uifl 
— gMJb^ sin a - %'^-' Zc^ cos 6 - d^^—- Yc^ cos 6, 

Fur den Fall c^ = 0, wenn also die Lenkstange durch den Berûhrungspunkt 
des Vorderrades hindurcliginge, ware durcb. dièse Gleicliung und die 
Gleichung (7) der Bewegungsvorgang sclion vollstândig dargestellt. 
Die Reaktionen Z und Y fielen, da sie an der durck den festen Be- 
rûhrungspunkt des Vorderrads hindurchgelienden Lenkstange angreifend 
dessen Bewegung um die Lenkstange nicht beeinflussen kônnten, heraus. 
Die seitliche Bewegung des Hinterrads andrerseits ware durch die Be- 
wegung des Beriilirungspunktes des Vorderrads gegeben. Daher wûrden 
die am Hinterrad um die Vertikale wirkenden Kreiselmomente durcb 
die Reaktion an der Lenkstange ganz aufgehoben und k'âmen fur das 
ganze System niclit in Betracht. 

Bei der thatsâchliclien Anordnung der Lenkstange aber, c^ > 0, 
wird die Bewegung des Vorderrads noch durch die des Hinterrads be- 
einflufst^ und zwar wird eine seitliclie Drebung des Hinterrads gleich- 
sinnig auf das Vorderrad ubertragen^ so dais z. B. die Kreiselwirkungen 
beider Râder sich gegenseitig verstârken. 

Es ist also noch eine Grleich.ung fur das Hinterrad zu bilden^ die ganz 
aualog zur Gleichung (8) aufgestellt wird. Die Impulsânderung ist hier: 

cos 6{B^^>^' - 5,.^,") - sin .?(- B^,q>;' + B^^/O 
und die Gleichung wird daher: 

(cos ôB^ + sin ôBj^^ tp^' — (cos ôBj^^ + sin ôB^) d^^' 
(9) I = — NÇd-^ ^^^ ^ + 9^2 sin ^) — M^s^ucp^ 

— gM^\ sin ^ • 'O-g + Zc^ cos <? • #2 + Yc^i, cos cr. 

Ans (8) und (9) haben wir die Reaktion Y zu eliminieren, d. h. die 
Impulsânderung um die Lenkstange selbst zu bUdeu. Wir berechnen 
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d. i. [ c^ [cos ^A.tfx -" sin ^A^Ï'X 

+ Ci[(cos^J9,+ siiK^B,,)^/'- (cos^5;i,+ sincrSJ V] 
= — iV[(c2'9'i'+ Ci'^'/) cos <? + (^2 9/ + <^i9^20 sin é] 

Da jedenfalls fur die Bewegung nicht die absoluten Werte 9?^, ç?g, wohl 
aber ihre Differeuz mafsgebend ist, so wollen wir aus deii kinematischen 
Gleichungen (2) und (3) in (7) und (10) den Winkel y zwischen 
Vorder- und Hinterradebene einfûhren. Benutzen wir die Abkûrzung: 

}/COS(? = Ç?i— 9r)3=î^, 

80 haben wir die Gleichxmgen: 



also, da c^— c^^l 

(11) 

somit: 
(lia) , 






Mittels dieser Substitution -werden. die Gleichungea (7), (10): 



B,. 



[A V + -B, V - -f'-(c,r +un,')\ 



N 



-T[(Cî + cOV''H-2Mf] 



bezw. 



II 



[•XA cos 6 + -Ç-{B^ cos 6 + B,, sin ffjj ,p" 

— Cj sin <ïAV— «iC-B,., cos a + B^ sin 0)»^" 
+ \_jA^ cos 6 -t- -^ {B^ cos G + B^^ sin ts)\ u ip' 

+ N [(Ca^/ + Cj^;) cos + ?i!±f?! 8in . rjj' 

+ (<'2 + Ci)y sincf-v] 



§ 8. Stabilitât des Fahrrads. 877 

Die GL II, die Impulsgleichung fur die Lenkstange als Axe, ent- 
liâlt natûrlich. im Wesentlichen die Wirkungen, die auf eine relative 
Verdrehung der beiden Râder gegeneinander liinarbeiten. Zunâchst 
bezeiclmet das zweite Glied der dritten Zeile die von Bourlet hervor- 
gebobenen Wirtungen*), d. h. ein Moment, das einer Verdrehung des 
Vorderrads um die Lenkstange entgegenwirkt, falls c^ positiv ist und 
dater das Vorderrad aufreclit erhâlt, vï^enn man sich das Hinterrad auf- 
recbt gefûhrt denkt. Da nâmlicli die Lenkstange vor dem Berûlirungs- 
piinkt des Yorderrads liegt, so sncht offenbar ein auf das Vorderrad 
vom Rabmen ûbertragener Druck, dessen Richtung in der Rahmen- 
ebene liegt, das Vorderrad um sein en Berûhrungspunkt zu dreben, 
nnd zwar so, dafs die beiden Radebenen sicb einander nabern. 

Die Kreiselwirkungen und Centrifugalwirkungen in der vierten und 
fûnften Zeile entbalten Glieder mit f' und ^. Die letzteren rûbren 
daber, dafs nacb den kinematiscben Bedingungen das Vorbandensein 
einer Verdrebung tp eine Krûmmung der Babnkurve des Rades fordert, 
die ibrerseits wieder von ablenkenden Trâgbeitswirkungen begleitet sein 
muTs. Wir weisen bier darauf bin, dafs die Glieder mit ê'^ und d'^ in 
der vierten Zeile nur von den Kreiselwiïkungen berrûbren. 

Im Falle einer seitlicben ISTeigung des Rades wird von der Scbwere 
das Vorderrad nacb der nâmlicben Seite um die Lenkstange gedrebt, 
nacb der die erste Neigung erfolgte, da ja der Scbwerpunkt vor der scbrâg 
gelagerten Lenkstange liegt. Dem entsprecben die beiden ersten Glieder 
der letzten Zeile. Das letzte Glied dagegen, das den Faktor —ip entbâlt, 
entspricbt der scbon frûber erw'âbnten Senkung des Scbwerpunkts, die durcb 
eine Verdrebung des Vorderrads bewirkt wird, wenn q positiv ist. Die 
Folge dièses kinematiscben Zusammenbangs mufs in der Tbat sein, dafs eine 
anfânglicbe Verdrebung durcb die Scbwerkraft weiter vergrôfsert wird. 

Die Gleicbungen I, II entbalten nur mebr die Koordinaten 0-^, -O-g, ^. 
Wir fûgen die kinematiscbe Gleicbung (1) zu als dritte lineare Gleicbung 
zwiscben diesen Variablen: 
III ^^ — '0'2 = — y sin cr =- — i;tr tg (î. **) 

Um nun die Stabilitât des Systems zu untersucben, haben wir zu setzen: 
(12) ^^==:a.e^^; d^^^l^e^'-, ji^^ce^'. 

Wir erbalten dann in bekannter Weise eine algebraiscbe Gleicbung fur 
X, und zwar vom vierten Grade, da 4 die Summe der Ordnungen der 
Differentialgleicbungen I und II ist, wâbrend III keine Differential- 
quotienten entbâlt. Es existieren also zwei Scbwingungen des Systems; 



*) B ourlet , 1. c. pag. 90. **) Unsere Gleictiungen I, II, III sind lineare Kombina- 
tionen der von Whipple (pag. 323) me der von C ai v allô (pag. 100) erhaltenen. 
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sie sind stabil, wenn aile yier Wurzeln komplex mit nicht positirem 
reellen Teil sind, oder, im Falle von zwei reellen Wurzeln, dièse negativ 
sind. Setzen wir (12) in I, II, III ein, so erhalten wir nacli Fort- 
hebung des Faktors e^^ drei in a, ?>, c lineare homogène Gleicliungeû. 
Die Déterminante A ihrer Koeffizienten ist zu setzen; dabei ist 
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§ 8. Stabilitât des Fahrrads. 879 

Die Ausreclinung dieser Déterminante wûrde eine Grleiclinng der 
folgenden Form erge})eii, wenn man noeh berûcksiclitigt, dafs N pro- 
portional mit u ist, und unter a, ^^ y, s von u unabliangige Konstanten 
verstelit: 

aX^ + ^uX^ + (7i + y^u^)X^ + (d^u + â^u^)l + (s^ + s^u^) - 0. 

Damit die Stabilitâtsbedingung erfiillt ist, die aussagt, dafs dièse 
Gleichung keine Wurzeln mit positiv reellem Teil haben darf, mûssen, 
wie leicM zu seben, aile ibre Koeffizienten positiv sein, Andrerseits ist 
aber durcb positive Werte der Koeffizienten die Stabilitât nocb nicht 
gesicbert^ sondern es ist nocb weitere Diskriminantenbildung erforderlicb. 

Wir wollen dièse weitlâufigen Ausrecbnungen bier nicbt durcb- 
fûbren, sondern uns vorlâufig auf die von W bip pie erbaltenen Resultate 
berufen, die sicb auf Abmessungen an einem modernen Fabrrad bezieben. 

Fur kleines u ist das System durcb seine Scbwere jedenfalLs labil. 
Hiermit ûbereinstimmend ergiebt sicb^ dafs die Koeffizienten 

' y^, â^ negativ sind, 

€^ dagegen ist positiv, ebenso a und p. Die Koeffizienten der bôberen 
Potenzen von u^ 

y 2 und #2 7 sind positiv^ 

dagegen ist s^ negativ, aber absolut genommen klein gegen die ûbrigen 
Koeffizienten. Die Koeffizienten von X und X^ werden daber bei 
wachsender Gescbwindigkeit positiv, das absolute Glied dagegen wird 
scbliefslicb wieder negativ. 

Und zwar wird zunâcbst der Koeffizient (â^u + â^u^) von X positiv 
fur eine ungefâbre Gescbwindigkeit: 

u^ = 12 km/b, 
dann aucb der Koeffizient (y^ + ;^2^^0 ^^^ ^^ ®^^^ f^^ ^^^ Gescbwindigkeit 

U2 = 14 km/b. 
Endlicb wird der letzte Koeffizient (fj^ + s^u^) negativ fur 

W3 = 20 km/b. 

Stabilitât ist nur zwiscben der Grenze u^ und % môglich, fur welcbes 
Gebiet aile Koeffizienten positiv sind. Die nâbere Diskussion ergiebt 
bier nocb^ dafs tbatsâcblicb voUstândige Stabilierung in dem Gebiet: 

^^ = 16 km/b bis u^ = 20 km/b 

eintritt. Die Recbnungèn von Oarvallo, die fûr.ein altères Modell 
ausgefûbrt sind, ergeben qualitativ dasselbe^ aber fur aile dièse, Grenzen 
etwas niedrigere Werte. 



ggQ IX. Technische Anwendungen. 

Wir ergânzen dièse Resultate durch den ISTacliweis, dafs die voll- 
stândige Stabilierung ohne Kreiselwirkungen nicht môglich wâre. Zu 
dem Zweck bereclinen wir den Koeffizienten (â^u + ô^u^) von X ans der 
Déterminante A. Wenn wir znr Abkûrzung das gesamte Schwere- 
moment M^\ + M^\ mit 3Ih bezeiclmen, wird dieser: 

— gMh [Cg cos ôA^ + c^(cos B^ + sin ^ J?,,^)] y 

N 
■— gMh (Cj^ + c/) sin <? — 

^gMh[c,m,s, + c,'M,s,]j 
+ g{c,M^s,+c,M,s,)[(c,+ c,)^+{M,^^^^^ 
+ (^2 + ^i) COS (y • y [2 Nu + Mhu^ — gM^Cj^r] 
nnd reduziert sicb noch zu: 

— gMh cos 6 (c^^A^ + c^ JBJ y 
+ gJBf^^ (— M^\ sin 6 + M^r ^^ cos ôj u 

— gMJh^M^\l sin 6 - u — gM^M^h^c^r cos or • w 
+ ^4^ cos d N[2Nu + Mhu'l 



(13) 



In diesem Ausdmck entbâlt das letzte Glied, da N mit u pro- 
portional ist, den Faktor u^^ die anderen nur den Faktor u. Von 
diesen ûberwiegen die negativen Glieder weit ûber das positive, da 
das letztere die beiden kleinen Faktoren q und r entbâlt; daher wird 
fur kleine Fabrtgescbwindigkeit u der ganze Koeffizient negativ. Er 
bliebe immer negativ, und damit die aufrechte Bewegung labil, wenn 
die Kreiselwirkungen unberûcksicbtigt blieben, also N^ angenommen 
wtirde (d. L da die Umlaufsgeschwindigkeit proportional zu u ist, 
wenn das Trâgbeitsmoment der Râder um ibre Rotationsaxe vernacb- 
lâssigt wurde). Durcb das letzte, von den Kreiselwirkungen ber- 
rubrende Glied, das den Faktor u^ entbâlt, wird der Koeffizient bei 
genûgend grofser Gescbwindigkeit positiv. (Welcbes die Grofsenordnung 
der bier als klein und genûgend grofs unterscbiedenen Gescbwindig- 
keitsintervalle ist, kônnen wir ans den oben angegebenen Wbipple'schen 
Zablen erseben. Die Grenze zwiscben beiden bildet der Wert u^^l2 km/b.) 

Die von Whijople gefmdem Stabilitàt des Fahrrads fur die Ge- 
schwindigheiten von 16—20 hm/h ist daher nur durch die Kreisel- 
wirhungen der rotierenden Bàder ermoglicht 



§ 8. Stabilitât des Fahxrads. 881 

Die folgenden Bemerkuagen sollen noch erklâren, wie die Kreisel- 
wirkungen in Thâtigkeit treten. Der Faktor N in dem letzten Glied 

(14) ^^±^ cos 6N(2 Nu + Mhu'-) 

rûhrt von der Kreiselwirkiing — iV-j- um die Vertikalaxen her. Dièse 

Wirkung, die anf eine seitliclie Neigung des Rades hin das Vorderrad 

nach der betreffenden Seite dreht und daher das Rad zwingt, nach 

dieser Seite auszubiegen, ist also znr Stabilierung erforderlicla. Dagegeii 

tritt in dem Griied 

2Nu + Mhu' 

die Grôfse 2Nuj die von der anfricttenden Kreiselwirknng N-~^ hev- 
YÛkrtj nnr zu dem viel grôfseren gleicligerichteten Moment der Centri- 
fugalkraft des ganzen Systems, Mhu^, hinzu und ist dater unwesentlieli. 

Die stabilierende Wirkung der Rotation beruht also darauf, dafs 
das Rad; wenn es sich seitlich geneigt bat, durcb die Xreiselwirkung 
wesentlicb des Vorderrades gezwungen wird, auszubiegen, und dadurcbi 
die Centrifugalkraft in Thâtigkeit tritt, die das Rad wieder aufrichtet. 
Die eigentlicb stabilierende Kraft, die die Schwerkraft ûberwindet, ist 
die Centrifugalkraft, der Kreiselwirknng f âllt die Rolle der Auslosung zu. 
Die Stabilierungsf âbigkeit nimmt ûbrigens vp-egen des Faktors cos (? in (14) 
ab mit zunehmender Scbrâgstellung der Lenkstange gegen die Vertikale. 

Allerdings wirkt auch die am Vorderrad angreifende Schwere, zu- 
sammen mit der vom Hinterrad auf das Vorderrad ûbertragenen 
Reaktion Z dabin, dafs das Vorderrad beim seitlichen Ûberneigen des 
Systems nacb dieser Seite bin ausbiegt und ruft dater eine Centrifugal- 
kraft wacb. Trotzdem ist dièse Wirkung nacb dem Vorbergehenden 
nicbt im Stande, das System voUstândig zu stabilieren. Es ist eben die 
Kreiselwirknng die einzige mit -^ proportionale Kraffc, wàbrend die 
Scbwerkraft mit d' selbst proportional ist und daber das durcb die 
erstere veranlafste Ausbiegen rascber der seitlicben Neigung folgt als 
die Scbwerewirkung. Die erste Wirkung ist in der Tbat nur um eine 
Viertelscbwingungsdauer gegen die Senkung verscboben, die andere aber 
um eine balbe Schwingung. 

Um auch die Grûnde fur das scbliefsliche Labilwerden zu verstehen, 
betracbten wir endlich noch das von A fireie Glied e^ + s^u^ in der 
Gleichung A (A) = 0. Dièses Glied enthâlt, wie ans der Déterminante A 
leicht ersichtlich, Terme mit dem Faktor g^, die u nicbt enthalten. 
Die Summe dieser Terme wird positiv, nâmlich: 

(15) g'M^M,\ sin ô (tg 6\1 - c,r) + g^M^c^r (h^ sin ^-^-j)' 
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Hier sind die beiden negativeu Glieder wegen der Faktoren qr, bezw. 
^^V^, wesentlich kleiner als die positiven. Aufserdetn treten noch 
Terme mit dem Faktor u^ auf: 

oder 

(16) g'NiJL [(ikfifei — -Mg^a) sin ^ + ^ ilfar cos (?]• 

Hier tiberwiegt das négative, das Grewicht des Fahrers enthaltende 
Grlied — g]SfuM^\sm6^ wâhrend das letzte Grlied wegen der kleinen 
Faktoren q und r unbedeutend ist. Ûberdies ûberwiegen die Terme (16) 
bei grofsem u ûber die Terme (15); dabier wird der ganze Koeffizient 
fur grofse Gresckwindigkeiten negativ, die Bewegung also labil. 

Gehen wir n.iin dem eigentlichen XJrsprung der Terme (16) nach; 
sie entsprechen den Gliedern mit dem Faktor u^ip in. der Differential- 
gleicbung H und waren durch die Einfûbrung der kînematisclien 
Gleichungen 

(2) ■ 1/; = 9^ - qD2, 

(3) c;2 9o/ = Cigp/ + t6î^ 
in (10) entstanden. 

Dièse drûeken aber die anschauliclie Thatsache aus, dafs im Fall 

einer relativen Verdrehung der beiden Radebenen gegeneinander, ab- 

gesehea von âufseren Krâften, die Hinterradebene der Vorderradebene 

wâkrend der FaLrt sicb bestândig nâhert, da sie immer durch eine in 

dieser festgelegte Axe hindurcbgebt. Denkt man sich das Vorderrad 

gefuhrt, so strebt die Spurlinie des Hinterrades asymptotisch in die 

des Vorderrades (man kann sie also als Traktrix bezeichnen). Bei 

grofser Gescbwindigkeit erfolgt dièse Annâherung selir rasch, so dafs 

fur u^ oo aus der kinematischen Gleicbung (3) im AUgemeinen zu 

folgern ist, falls nicht aucb beide Schwingungen des Vorderrades sehr 

rasch erfolgen: ^ 

^ = g?i -- 92 = 0. 

Dann verbalt das Rad sicli aber so, als ob beide Teile starr verbunden 
wâren. 

Die Stabilierung durch die Kreiselwirkungen beruhte aber eben 
auf der relativen Beweglicbkeit der beiden Rader. Sobald dièse starr 
verbunden sind, konnen wir das ganze System mit einem einfacben 
Kreisel vergleicben, der aber nicht mehr drei, sondern wegen der 
doppelten Berûbrung mit dem Erdboden nur noch zwei Freiheitsgrade 
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hat, und kônnen auf diesen Kreisel das allgemeine in § 1 ausgesprocliene 
Prinzip anwenden, nach. dem bei Unterbindung eines der Preiheitsgrade 
jede Môgliclikeit der Stabilierung durch Kreiselwirkungen aufhôrt. 
Daraus erklârt sicb die anfangs paradox aussehende Erscbeiniing, dafs 
gerade bei grofsen Gescbwindigkeiten die Stabilierungsfâbigkeit der 
Kotation beim Pahrrad versagt, -wâhrend beim freien Kreisel grofse 
Rotationsgescbwindigkeiten der Stabilierung gûnstig sind. Dieser labilen 
Bewegung werden sich bei grofser Gescbwindigkeit nocb stabile Scbwin- 
gungen ûberlagern, die man mit den Nutationen beim freien Kreisel 
vergleichen kann. Wegen ihrer kurzen Période lafst sicb unsere vorher- 
gehende Scblufsweise auf sie nicbt anwenden. 

tjbrigens ist noch zu erwâlinen, dafs bei nahezu vertikal stebender 
Lenkstange aucL. bei beliebig grofser Grescbwindigkeit die Bewegung 
stabil bliebe, da fur sebr kleine Werte Yon 6 aucb der letzte Koeffizient 
der Grleicbung A(A) = positiv bleibt. In dem Palle sind beide Eigen- 
scbwingungen rascli genug^ um trotz der scbeinbar starren Koppelung 
zwiscben Yorder- und Hinterrad die Stabilisât zu erbalten. Je mebr 
aber die Lenkstange geneigt wird, desto mehr nimmt die Stabilierungs- 
f âbigkeit der Kreiselwirkungen ab, entsprechend dem allgemeinen Ver- 
halten, wenn die beiden nicht cyklischen Preiheitsgrade, hier Drebung 
um die Spurlinie und um die Lenkstange, sicb einander nâbern. 

Wir wollen die erhaltenen Eesultate noch kurz mit der Erfahrung 
Yergleichen. Da ist zun'âchst noch einmal zu betonen, dafs die An- 
nahme des mit dem Rad starr verbundenen Pahrers, die der ganzen 
Diskussion zu Grunde lag, praktisch nicht zu realisieren ist, da der 
Fahrer immer durch unwillkûrliche, fast unmerklich kleine Bewegungen 
die Stabilitât des Rades beinflussen kann. Die Hûlfen, die er hier 
geben kann, sind zweierlei Art. Erstens kann er das Vorderrad im 
geeigneten Zeitpunkt ein wenig um die Lenkstange drehen und dadurch 
centrifugal beeinfiussen. Die erforderlichen Ausdrehungen sind, wie die 
durch die Kreiselwirkungen selbstthâtig bewirkten, sehr gering. Perner 
kann der Pahrer durch seitliches JSf eigen des Kôrpers ein entgegengesetztes 
Schweremoment erzeugen, das das fallende Rad wieder aufrichtet. Bei 
freihândigem Pahren yerzichtet der Radier auf die erste Wirkung und 
hat nur noch die Schwere zur Verfûgung. 

Durch die Erfahrung ist das Bestehen einer unteren Geschwindig- 
keitsgrenze bestâtigt, unter der das freihândige Pahren unmôglich wird, 
offenbar deshalb, weil bei dem annâhernden Wegfall der Eigen- 
stabilierung des Pahrrades die Hûlfen, die das seitliche Neigen des 
Kôrpers leisten kann, nicht ausreichen. Dagegen ist eine obère Grenze 
praktisch nicht merkbar. Es liegt dies wohl daran, dafs, entsprechend 
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nâlierer Zahlenreclinung von Whipple^ die Labilitât des Fahrrads bei 
nicht zu grofsen Geschwindigkeiten, solchen, die thatsâchlicb. uberhaupt 
môglich sind^ noch sehr gering ist, so dafs scbon unmerkbar schwacbe 
Neigungen des Korpers ausreicben, uni die Stabilisât zu erlialten. 

Wenn nacb dem Vorbergebenden auch die Eigenstabiliemng des 
Pabrrades, eben wegen der leicbten Hûlfen, die der geschulte Fahrer geben 
kann, nicbt gerade als erforderlicb nacbgewiesen ist, und desbalb auch bei 
der tecbniscben Konstruktion die Frage nach der moglicbsten Energie- 
ersparnis vor der nacb der Stabilitât stebt, so ist es doch kaum von 
der Hand zu weisen, dafs die Kreiselwirkungen zur Aufrechterhaltung 
des Gleicbgewicbts bei der Fabrt beitragen, wir mocbten sagen, in 
besonders intelligenter Weise beitragen; sind sie es docb, die vermôge 
der Phase ihrer Wirkung zuerst ein tJberfallen des Rades spûren und 
die dann die viel st'ârkeren, aber etwas langsamen Oentrifugalwirkungen 
in den Dienst der Stabilisât spannen. 

§ 9. Ûber vermeintliclie und wirkliclie Kreiselwirkungen 
bei der Laval-Turbine. 

.. Die géniale Konstruktion des schwedischen Ingénieurs de Laval 
hat die Technik mit Dampfturbinen von aursergewôhnlicher Geschwindig- 
keit und besonders gutem Wirkungsgrade^ versehen, Der Schwerpunkt 
der Konstruktion liegt natûrlich auf thermodynamischem und hydro- 
dynamischem Gebiet, in der direkten Verwendung des rapide aus- 
strômenden Wasserdampfes zum Antrieb und in der sinnreichen Form- 
gebung der Laval'schen Dûsen. Dièse in den Turbinenbau eingefûhrten 
neuen Gedanken sind nicht nur fur die technische Praxis, sondern auch 
fur die technische Wissenschaft folgenreich gewesen^ so dafs die Er- 
forschung der Strômungs- und Druckverhâltnisse in einer Lavaldûse 
jetzt ein wichtiges Spezialgebiet der technischen Thermodynamik*) aus- 
macht. 

Was uns hier interessiert, ist indessen ein rein dynamisches Pro- 
blem, welches de Laval zugleich gelôst hat. Den hohen XJmdrehungs- 
zahlen der Lavalturbine (20000 bis 30000 Touren in der Minute bei 
kleineren Ausfûhrungen) wûrde kein Lager und keine Welle gewachsen 
sein; jede Excentrizitât des Lagers und jede Verbiegung der Welle 
wûrde vermôge der ungeheuren Oentrifugulkrâfte zu einer Zerstôrung 
der ganzen Konstruktion fûhren. Das Mittel, das Laval hiergegen 
gefunden hat, ist sehr merkwûrdig: er machte die Welle biegsam 

*) Vgl. dén Bericlit von K. Prandtl in der Encyklopâdie der mathem. Wiss., 
Bd. V, Art. 4. 
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(etwa fingerdick) und erreichte dadurch eine Art Selbstcentrierung der 
Welle, die seitdem vielfach bei besonders bohen Umlaufsgescbwindig- 
keiten verwandt wird. Aucb bei dem Kreiselkompafs mit seinen 
20000 Touren (vgl. pag. 862) wirkt die einige Millimeter dicke Welle 
als nacbgiebig; beim Anlassen des Kreisels kann man, wâbrend derselbe 
diircb die Gescbwindigbeit von etwa 10000 Touren bindurcbgeht, eine 
Andeutung des kritiscben Scbleuderns (s. unten) mit dem Obr ver- 
nebmen. Denselben Erfolg wie durcb die Nacbgîebigkeit der Welle 
kann man durcb eine Federung des Lagers erreicben. Aucb dièses 
Konstruktionsmittel ist seit Laval vielfacb in der Tecbnik benutzt worden. 

Als die Laval'scbe Welle bekannt wurde, glaubte man, ibr ûber- 
rascbendes Verbalten auf eine Kreiselwirkung zurûckfûbren zu sollen. 
So wie sicb der Kreisel angeblicb in eine gleicbmâfsige Rotation um 
eine stabile Drebaxe einstelle, so solle aucb das Laval'iscbe Turbinenrad 
eine stabile Rotationsform aufsucben. Der Vergleich ist nacb beiden 
Seiten bin irrig. Der Kreisel wecbselt im Allgemeinen seine Drebaxe, 
indem er eine Prâcession bescbreibt; wenn das Turbinenrad bei zu- 
nebmender Gescbwindigkeit einer gleicbmâfsigen Umdrebung zustrebt, 
so berubt dies auf anderen und im Grunde viel einfacberen dynamiscben 
Prinzipien*), wie auf denen der Kreiselbewegung. 

Das Verbalten der biegsamen Wellen bei scbneller Umdrebung 
wird also bier nicbt eigentlicb als Anwendung, sondern als Beispiel 
einer falscben Anwendung der Ereiseltbeorie **) zu besprecben sein. Es 
wird am einfacbsten verstândlicb, wenn man die Frage in die aucb 
fur tecbniscbe Zwecke so wicbtige Tbeorie der Resonanz einordnet 
(Nr. 1). Dafs dièse Tbeorie ausreicbt, um die wirklicb beobacbteten 
Erscbeinungen des anfânglicben Scbleuderns und der nacbtrâglicben 
Berubigung der Welle zu erklâren, kann an einem Modell zablenmâfsig 
nacbgewiesen werden (Nr. 2). Die Kreiselwirkung kommt nur sekundar 
zur Greltung, wenn man, die einfachste Anordnung verlassend, das 
Turbinenrad nicbt in der Mitte der Welle, sondern z. B. an deren 
freiem Ende, oder wenn man mebrere Turbinenrâder auf derselben Axe 
anbringt (Nr. 3). Insofern scbliefst der jetzige Paragrapb an die voran- 
gebende Behandlung des Fabrrades an, bei dem ja die Kreiselwirkung 
aucb mebr sekundârer Art war. 



*) Vgl. A. Fôppl, Civil-Ing. pag. 333, 1895. 

**) In dem klassischen Lehrbuch von A. Stodola, Die Dampftuxbine, Berlin 
1905, 3. Anfl., ist natûrlich auch das Yerbâltnis zur Kreiseltheorie vollstândig 
koxrekt dargestellt. Wegen der Théorie der kritiscben G-escbwindigkeit vgl. 
Nr. 62—70 seines Bucbes. Weitere Litteraturangaben in Encyklopâdie der matbem. 
Wiss. IV 27, Art. Karman, Nr. 13 b. 
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1. Die Selbsteinstelhing dilnner Wellen. 

Wir betrachten das folgende idealisiorte Modell der Lavarschen 
Anordnung (vgl. Fig. 138 a und b). 

Die dûnne Welle (Lange 21) sei mit ihren Endpuiikten P, Q fest 
gelagert; in ihrer Mitte trage sie das Ead Ji (Masse M)] der Schwer- 
punkt desselben, der hier genau auf der Mittellinie der Welle an- 
genommen wird (resp. Ton dem angenommen wird, dafs er sebr viel 
weniger von der Mittellinie der Welle absteht ala dièse von der Lager- 
mittellinie PC), sei Sj sei die Mitte der geometriscben Verbindung 



^-1 




-^E-m 




Fig. lS8a. 



Fig. iSBb. 



der Lagerungspunkte P imd Q. Da die Welle schon in der Ruhe nie 
genau gerade sein wird, baben wir mit einem gewisacïn ursprilnglicben 
Abstande e der Punkte und S zn rechnen. Bei der Bewegung gehe 
derselbe in den Abstand r liber. Um die fur unsere IVago unwesent- 
licbe Wirkung der Scbwere auszuscbalten; stellen wir die Gerade PQ 
am bequemsten in das Lot. Von der Masse der Welle konnen wir im 
Verhâltms zu der Masse M des Rades abseben; die Masse M denken 
wir in den Punkt S konzentriert. Aucb konnen wir, wie es in der 
Théorie der Balkenbiegung tiblich ist, den Unterschied zwischen der 
eigentlichen Lange der gebogenen Welle nnd derjenigen der Ver- 
bindungslinie ihrer Endpunkte, 2lj vernachlâssigen. 
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Wir haben also das folgende âufserst einfache Bild, bei dem wir 
nur melir von der Mittelebene EU zwischeii den Punkten P und Q 
zu spreclien brauchen: 

Der Pxxnkt S von der Masse M ist durch Symmetrie in der Ebene 
der Fig. 139 festgehalten und wird in dieser mit der gegebenen Winkel- 
geschwindigkeit œ um den festen Punkt nnigedrett. Er stebt nnter 
dem Einflufs einer elastisclien Kraft F, welcbe nach hin wirkt und 
ihn in den Abstand e von zu bringen sucht. Gesucht wird der 
tbatsâchliclie Abstand r 
des Punktes 8 von 
bei jeder gegebenen Um- 
drehungsgeseb.windig- 
keit co. 

Die Kraft F hat 
ihren TJrsprung in der 
Elastizitât der Welle; 
man kann sie, bei Be- 
8chrânkung auf kleine 
Ausbiegungenr— e, die- 
sen proportional setzen^ 
also: 
(1) F^f(r-e) 

annebmen. 

Der Koeffizient f 
hângt von der beson- 

deren Lagerung der WeUe ab. Die beiden âufsersten MôgKcbkeiteu^ 
die in Pig. 138 a und b dargesteUt sind, wâren: a) Die Lager lassen 
freie Bewegliclikeit um die fest gedacbten Endpunkte P, Q zu, freie Auf- 
lagerung; b) die Lager balten nicht nur die Endpunkte P, Q, sondem 
aucli die Riclitungen der WeUe in ibnen fest, Finspannung, Diesen 
beiden GrenzfâlLen entsprechen die Werte von / 




Pig. 139. 



a) f=--jT~, 



,. . 24J&V 



wo F und J" Elastizitâtsmodul und Trâgheitsmoment des (z. B. als 
kreisfôrmig zu denkenden) Wellenquersclinitts um einen seinerDurcbmesser 
bedeuten. In Wirklichkeit wird die Beweglicbkeit um die Enden nicht 
unbebindert frei, aber auch die Einspannung wegen einer kleinen Nach- 
giebigkeit des Lagers nicht vollkommen sein. Es wird sich also ein 
mittlerer Zustand ausbilden, mit einem Werte von /* zwischen den Grrenzen 

(2) 6<|J<24. 
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Die elastische Kraft F wird im Zustande der gleichfôrmigen Um- 
drehung (o durch die Oentrifugalkraft 

Dater die Gleichung: 

^(y ->. é) - Mr(D^ 



ins Gleichgewiclit gesetzt. 



oder 
(3) 



r =. ^ 



1 ^ 



G31 



f 

M 



mit der Abkûrzung 

(4) 

(Oj. heifst die kritische UmdrelumgsgeBchwindigkeifc. 

Verfolgen wir in Fig. 140 den Verlauf von r mit wactisendem co, 
so sehen wir: bei kleinem m ist r = ^ selir klein; r wachst rapide, 

weiui Bielx co dem kritischen 
Wert m^ iiahert; r schlagt ins 
Négative um, wenn ro^ liber- 
schritten wird, und nabert sich 
bei weiter wachBeiidem co dem 
Werte 0. AIb geeigneteu Wert 
der IJmdrelunigszahl des Dauer- 
t)etriebc8 wilhlt Laval = 70}^. 
Nacb Gl. (3) entapricht diesem 
eino AbwoicbuBg r von der 
Cl gonauen Oentrierung, die nur 
noch den 48. Teil der anfâng- 
licbeii; an nicb schon kleinen 
Excentrizitilt ausmacht. la der 
Figur ist als Ordinate |r| aufgetragen, d. h. vom Vorzeicbcn abgesehen 
worden; das négative Vorzeichen von r bei m > cOf^ bedeutet offenbar, 
dafs die Welle nacb der entgegengesetzten Seite dvirehgebogen ist wie 
ursprunglicb fiir o < Oj^.. Die Figur ist vollig identisch mit der in § 5 
betracbteten ^Grundkurve" GL (18), Fig. 125, die auch schon dort als ein- 
facbster Typus einer Resonanzknrve bezeicbnet wurde; nur wurde dort das 
Quadrat der jetzigen Ordinate anfgetragen. Die vollige Centrierung 
oder SelbsteinsteUung des Turbinenrades wird also wirklich asymptotisch 
angestrebt. In dieser Endlage werden keine Schleuderwirkungen mebr 
anf das Lager ûbertragen; die Gleicb.mafsigkeit des Umlanfs ist idéal. 
In der Nâbe der kritischen Umlaufszahl dagegen ist das Lager sowie 
die WeUe ernstlicb gefâbrdet. Bei den wirklichen Ausfilhrungen sind 
Arretierungen der WeUe vorgeseben, welche gefâbrliche Ansschlâge 




Pig. MO. 
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yerliindern. Bei einem kleinen Modell (ygL unten) genûgt es, die 
Welle zwiscTien zwei Fingern zu halten^ um sie den kritischen Zu- 
stand gefalarlos iiberwinden zu lassen. 

Es verstekt sicb. von selbst, dafs die vorstehende Betraclitung nur 
den zu jedem o gehôrigen Endzustand wiedergiebt. In Wirkliclikeit 
wird der tJbergang Yon einem zu einem anderen œ von Schwingungen 
um den Endzustand begleitet sein, die sicli aber zeitlicli abdâmpfen. 
Wir kommen auf dièse Scliwingungen sogleich zurûck. Wicbtig sind 
sie nur fur den Nacliweis der Stabilitât*) der gleicbfôrmigen Um- 
drehung. 

Um den Zusammenb.ang mit dem Resonanzprinzip hervortreten zu 
lassen, empfielilt sicli eine zweite Bebandlung desselben Problems in 
Koordinaten. Die rechtwinkligen Koordinaten von S in Bezug auf ein 
durch gelegtes festes Axenkreuz (Fig. 139) seien x, y^ ^, rj seien die 
ebenso gemessenen Koordinaten eines Hûlfspunktes S^j nâmlicli des- 
jenigen Punktes, dem S vermôge der Elastizitât der Welle zustrebt, so 
dafs Sq den Abstand e von bat und auf gleichem Radius vektor wie 
S liegt. Die elastische Kraft F zerlegen wir in die rechtwinkligen 
Komponenten F^j Fy. Nacb dem Ansatz (1) und mit Rûcksiclit auf 
den Vorzeichensinn dieser Kraft wird 

(5) F^=-f{x-l), F,^^-f(y-v). 

Von der Centrifugalkraft Z haben wir jetzt abzusehen, da wir die 
BescUeunigungen in unseren Gleicliungen direkt zum Ausdruck bringen 
wollen. Dièse lauten jetzt: 

oder mit Rûcksickt auf die Gleichungen (4) und (5): 

(6) -jij + ^i^^-<^k% -â^ + ^k^y^^kV- 

Dièse Bewegungsgleictungen fur x und y lassen sich leicht inte- 
grieren, wenn die rechten Seiten, d, L die Koordinaten ^ri unseres 
Hûlfspunktes Sq, bekannt sind. Dies ist allerdings streng genommen 
nicbt der FaU. Wir bemerken aber, dafs sie sehr kleine Grrôfsen, von 
der Ordnung der ursprûnglichen Excentrizitât e sind, indem ja 
|2 _j. ^2 ^ ^2 ^^Y. Deshalb ist es erlaubt, sie nâherungsweise zu be- 
reclmen, indem man annimmt, dafs Sq gleichfôrmig umlâuft. Wir 
scbreiben also, indem wir die Umlaufsgescliwindigkeit œ nennen: 
(7) ^.^ecosœtj rj^^esmcot. 

*) Vgl. Stodola 1. c. Nr. 103. 
Klein-Sommerfeld: Kreiselbewe^mg. 57 
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Die Gleichungeû (6) nehinen dann die Form einfaclister Scliwiû- 
gungsgleichxmgen an; beide Freiheitsgrade x imd y sind Yoneinander 
unabhângig; beide baben dieselbe Eigenfrequenz o)j^, wie die linken 
Seiten der Grl. (6) zeigen. Die Terme der recbten Seiten lassen sich 
deuten und wirken als âufsere Krafte von der Riclitimg x und y^ der 
Période co und der sehr kleinen Amplitude (Dj^e. Solcbe Krafte er- 
zeugen eine erzwungeue Scbwingung der x- und ^/-Koordinate von der- 
selben Période (o und im AUgemeinen sebr kloiner Amplitude, es sei 
denn, dafs ibre Période mit der Eigenperiode des achwirigenden Systems 
nabe ûbereinstimmt. In letzterem FaUe genûgen bereits kleine Krafte^ 
um erbeblicbe Ausscblâge bervorzubringen: wir liaben die woblbekannte 
Erscheinung der Resonanz. 

Ans (6) und (7) ergiebt sich, wenu man den Ansatz a; = f coso^, 
y ^ r ÛRGit macbt, 






also als Ausdruck der erzwungeneu Schwingung: 
(8) «, ..™™. . 0f 

in Ubereinstimmung mit f3), Derselbe Vorgang, der in (3) als „zirkn- 
lare^^ Scbwingung dargestellt ist, erscheint in (8) in zwei ,,linear 
polarisierte^' zerlegt. 

Dies ist aber nur eine partikulare Bewegungsform. Das aUgemeine 
Intégral von (6) erhalten wir, wenn wir dio freien Schwingungen hinzu- 
fûgen. Sie ergeben sicb. durcb NuUsetzen der linken Seite von (6) zu 

(8') .y! == -^ ^os a)J + B sin mj. 

In Wirklicbkeit setzen sicb den periodischen Verl)ieguiigen der 
WeUe erbeblicbe Materialwiderstande entgegen, die wir in GL (6) nicbt 
berûcksicbtigt haben. Dièse bewirken bei den freien Schwingungen 
ein scbneRes Abklingen in der Zeit, bei den erzwungenen eine starke 
Eeduktion der wirklichen Amplitude gegenïiber der in (8) errechneten. 

Wir bestâtigen also das in GL (3) und Fig. 140 enthaltene Résultat, 
indem wir dasselbe folgendermafsen ergilnzen: Der gleicbformige Um- 
lauf von der Période û3 (erzwungene Scliwingung) ist im AUgemeinen 
von Scbwankungen der Période co^^ (freien Schwingungen der biegsamen 
WeUe) ûberlagert, welcbe bei jeder Greschwindigkeitsanderung neu an- 
geregt werden, aber alsbald wegen innerer Widerstande abklingen. Das 
Amplitudenbild Pig. 140 ist mit Rticksicbt auf eben dièse Widerstande 
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im Sinne der punktierten Kurve abzuândern. Bie Jcritische Umdrehungs- 
mhl erweist sich als Eigenfreqiienz der Welle (und zwar als deren 
^^Grrundfrequenz^^; die Oberscliwiiigungea kommen wegen ilirer Kûrze 
nicht in Betracht) und der ganse Vorgang als typisches JResonanspMnomen. 
Der oben erw'âhnte Vorzeichenwech-sel in Gl. (3) beim Ûbersctreiten der 
Resonanz, welcber eine zur nrsprûngliclien entgegengesetzte Ausbiegung 
bedeutete, entspricht dem wohlbekannten Phasensprung der Schwingung 
an der Resonanzstelle; vermôge dessen sie oberhalb der Resonanz binter 
der Phase der anregenden Kraft um 180^ znrtickbleibt. Die Selbst- 
centrierung der Welle erklârt sich ans der allgemeinen Tràgheitseigen- 
schaft elastischer Système, die sie verhindert, in merklichem Grade Ejrâften 
nachzngehen, deren Wechselzahl wesentlich ûber ihrer Eigenfrequenz 
liegt. Im Gegensatz zu Spâterem sei noch hervorgehoben, dafs dièse 
Eigenfreqnenz unabhângig davon ist, ob das Turbinenrad rotiert oder 
nicht. Wegen der Anordnung ' des Rades in der Mitte der Welle wird 
n'âmlich sein Rotationsimpnls durch die elastische Schwingung der 
Welle nur parallel mit sich verlagert, ûbt daher keine Kreiselwirkung 
ans nnd beeinflufst den Charakter der elastischen Schwingung ûber- 
hanpt nicht. In Folge dessen lâfst sich die Eigenfrequenz Oj^ Yon vorn- 
herein an der nicht rotierenden Welle experimenteU. ermitteki. 

2. Zahlenbeispiel. 

Eine quantitative Prûfung der hier entwickelten Théorie wird 

wesentlich darauf zu zielen haben^ die Ûbereinstimmung der kritischen 

Geschwindigkeit mit der Période der Eigenschwingnng der elastischen 

WeUe nachzuweisen. Dies gelingt an einem einfachen VersuchsmodelL*), 

dessen Abmessungen folgende sind: 

Welle (aus Silberstahl) : 

Dicke derselben rf = 3 mm , 

Lange 2? = 40 cm-, 

Scheibe (aus Rotguis), in der Mitte der Welle aufgekeilt: 

Masse derselben M^l kg. 

Antrieb der Welle von Hand mit yerstellbarer Ûbersetzung (2, 3 oder 4). 

Die Masse der Welle ist gegen die der Scheibe zu vernachlâssigen. 

Als kritische Umdrehungszahl, d. h. als Anzahl der Umdrehungen 

pro Minute im Zustande maximalen Schleuderns, wurde an einem 

Metronom beobachtet ^^^ 

n^. = 290. 



*) Dasselbe gebôrt der Sammlung fur teclmische Mecbanik der Aachener 
Hochscbule und wurde auf Kosten des Aachener Bezirksvereins deutscher Ingenieure 
hergestellt. 
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Der theoretische Wert derselben ist nach Gl (4): 



30 30 



30 -i//-"" 
(9) %== ^^^-^^ :ï VW 

Die Grôfse von f, (las Mafs fur die elastisclie Federung der Welle, 
kann wie es Foppl getan hat, diirch direkte Ausbiegungsversuche m 
der Welle bestimmt werden. Wir begnûgen mis mit der theoretisclien 
Ermittelung von f und beimtzen da/Ai zumiclist die obige Formel a). 
In dieser kommen die Grôisen E xxnà J vor. 
Der Elastizitâtsmodul E von Stalil ist etwa 

JE _ 2 . 10^ ^-^^f"^*- = 2 . 10^ . 981 ^^ ^^''^' 



cm sec 



Das Trâgheitsmoment J des kreisformigen (Jnerschnitts vom Durch- 
messer d und dem Flâcheninhalt F berechnet nicli bekanntlich zu 



•'-îd)'- '.:-'"»"'■'"'' 



Daraus ergiebt sich nach. a) mit l « 20 cm: 
nnd daher nach (9) 



' aec" 



Mj = ^Vr>oo - 2;5(). 



ot 



Dieser Wert stimmt der Grofsenordnung nach mit dem beobachteteii 
von 290 minutlichen Umlâufen Qberein und weickt von ihm in dem- 
jenigen Sinne ab, den wir nach allgemeiîien Ûberlegungen zn erwarten 
haben. In der That giebt die Formel a) nur eine untero, Grenze fur f 
und nj da die Richtungsânderang an don Enden der Welle nicht voUig 
frei, sondern durch die Pûhrung im Lager etwas behindort ist. Wtirden 
beide Lager vrie eine voUkommene EiuHpannung wirken, was nach ihrer 
leictten Konstruktion gewifs nickt der FaU ist, so wtirde nach Formel b) 
der Wert von f sich vervierfachen, der von n sich verdoppeln und da- 
mit erheblich liber den beobachteten Wert binausgehen. 

Bemerkenswert war bei dem ModeE die bedeiitende Arbeit; die an 
der Handkurbel zu leisten war, wenn die Welle mit einer der kritischen 
benachbarten Tourenzahl in Umdrehung gehaltcn wurde. Da die Lager- 
reibung (Kugellager) sehr gering ist und ïnigheitswiderstande im 
Dauerbetrieb ûberhaupt nicht zu llberwinden sind, wird dièse Arbeit 
lediglich zur Ûberwindung der innereii Ileibung verbraucht, die den 
v^echselnden Verbiegungen der Welle im Zustande des Schleuderns 
entgegenwirkt. Nack GL (3) oder (8) ist das Schleudern bei gleicher 
Umdrekungsgeschwindigkeit um so grofser, je grolner e, d. h. die ur- 
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sprîingliclie Abweicllung der Welle von der Geradheit ist. Bei einiger- 
mafsen merklicher Krlimmung kann. es vorkommen^ dafs es ûberliaupt 
nicht gelingt^ die Welle liber die kritiscbe Geschwindigkeit binaus- 
zubringen, trotzdem nacb Mafsgabe der gewâblten Ûbersetzung die 
XJmdrebung ûber der kritiscben liegen mûfste. Der Ûbertragungsriemen 
von der Handkurbel nacb der Welle gleitet dann auf der Riemenscbeibe, 
indem seine Adbâsion nicbt ausreicbt, die bedeutenden Bewegungs- 
widerstânde des Scbleuderns zn ûberwinden, nnd die Welle fâbrt fort, 
mit einer etwas unterbalb der kritiscben gelegenen Gescbwindigkeit zu 
scbleudern. Besonders auff'âllig wurde dies, als der Handantrieb dnrcb 
einen Motor von einigen P. S. ersetzt wurde; aucb dieser konnte die 
kritiscbe Gescbwindigkeit nicbt tiberwinden, indem der Riemen ver- 
sagte. Die Berubigung der Welle lâfst sicb aber sofort erreicben, 
wenu man in der Nâbe des kritiscben Zustandes die Ausbiegungen 
und damit den Grund filr die Arbeitsverluste und Bewegungswider- 
stânde bescbrânkt, wie bereits pag. 888 angegeben. 

3. Das Hinzntreten von Kreiselwirkungen. 

Bei aUedem war von Kreiselwirkungen nicbt die Rede. Dièse 
treten erst binzu, wenn das Turbinenrad durcb das Scbleudern der 
Welle nicbt nur verscboben, sondern aucb verdrebt wird, oder, dyna- 
miscber ausgedrûckt, wenn der 
Drebimpuls des Turbinenrades 
durcb das Scbleudern eine Ricb- 
tungsânderung erfàbrt. Die 
Bedingungen bierfûr sind be- 
sonders gûnstig bei der An- 
ordnung der Fig. 141: Turbinen- ^ 
rad am Ende einer frei scbwe- W/V^ 
benden WeHe. '^ 

Nebmen wir aucb bier einen 
gleicbfërmigen Umlauf der Welle 
als Endzustand an (nacb Ab- 
klingen der in wecbselnden Zust'ânden angeregten freien Scbwingungen), 
so bestebt dieser, kreiseltbeoretiscb gesprocben, in einer gleicbmâfsigen 
Prâcession des Turbinenrades, bei der seine Normale, die Figurenaxe OF, 
un ter einem gewissen Winkel %' gegen die bier borizontal gesteUte Axe Y 
geneigt ist. Die Kreiselwirkung K dieser Prâcession stebt auf F und 
OF senkrecbt, wirkt also um die Normale zur Zeicbenebene, wenn 
sicb OF gerade in der Zeicbenebene befindet, und zwar nacb der 
Regel vom gleicbsinnigen Parallelismus in solcbem Sinne, dafs sie die 




Fig. 141. 
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Welle nach ihrer ursprunglichen Lage zuruckzulenken strebt, ebenso 
,wie die elastischen Widerstânde und umgekehrt wie die Centrifugal- 

kraft Z. 

Wir fragen jetzt nach der GleicbgewicMslîgur unserer Welle, wenu 
sie durcli die an ihrem Ende {x =- 0) wirkende Einzelkraft Z^ sowie 
durch das Krâftepaar K belastet ist Dièse Frage geliort in die 
Théorie der Balkenbiegung. Die Grundgleichung dieser Théorie lautet 
bekanntlich 

(10) ^^3 = -2«, 

wo ïïft das sog. Biegungsmoment fur den Querschnitt x, hier 

(11) m^K-^-zx, 

und y die Ton der ursprunglichen Lage (der x-Axq OV) aus gerechnete 
Ausbiegung bedeutet. Aus (10) und (11) ergiebt sich durch Intégration: 

(12) . . 

[ EJy = - K\ + Z\ JrAx + B, 

Die Integrationskonstanten A, B sind durch die Grenzbedingungen an 
der Einspannungsstelle (fur x=^l) zu berechnen, niimlich: 

dx 
Dieselben liefern: 

•^7 



und y « fur x^'L 
A^ + Kl-^Z' 



p 78 /a 

5 = + Z Y - Z^ -KP + Z 2 

/S 78 

Dièse Koastanten bedeuten nach (12) zugleich die Grôfse von 

EJ^^ und EJy fiir « = 0. 

Sehreiben wir nach Fig. 141 — %■ fur dyjdx und rj fttr y am Ende 
der Welle, so haben wir: 



(13) 



EJri^-K\- + zl 



Dureh ij und & sowie die Umlaufsgeschwindigkeit co druckt sich 
Z und K aus. Einerseits ist 



(14) 
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andererseits nach GL (III)*) in § 1, wenn wir sin 0- durch. 0", cos d" durct. 1 
ersetzen, die Ablenkungsgescliwindigkeit dijj/dt des Eigenimpulses N in 
unserem FalLe mit der XJmlaufsgescliwindigkeit œ identifizieren und den 
Eigenimpuls zu JV = Cœ cos d" = Cm bereclinen: 

Die Gleichungen (13) ergeben dalier folgende Bestimmungsgleicliungen 
fur d" und rj: 

\^ EJ }^ 2EJ^ "' 

2-^7— ^ + (1-^W)^ = <^- 

Dièse Grleicliungen liefern im AlLgemeinen als einzig môgliche 
Gleicbgewiclitsform der Welle: 'S' = ^^ = 0, d. L keine Ausbiegung. 
Das mulsten wir erwarten. Denn wir haben hier die Welle still- 
scbweigend in ihrer ursprûnglichen Form als vollkommen gerade 
voransgesetzt — anders wie in Nr. 1, wo wir von Anfang an mit 
einer gewissen Excentrizitât e recbneten. Dalier verscliwindet zu An- 
fang die Centrifugalkraft sowohl wie die Kreiselwirkung und der gerade 
Zustand bleibt tbeoretiscli erbalten. 

Trotzdem liefert GL (14) bereits eine Andeutung fur die môgUchen 
Ausbiegungen der WeUe bei der kritiseben Grescbwindigkeit. Dièse 
Gleicbungen sind nâmlicb fur beliebige Werte rj, d- miteinander ver- 
trâglicb in dem besonderen Falle; wo ibre Déterminante verscbwindet. 
Dies liefert die folgende Bedingungsgleichung fur œ^: 
/1M /, , iC^A)a>H \f, MœH' \ , MœH^ jG-AjœH _^ 

^^^) V^^ ËJ A ^EJ)~^ 2EJ 2EJ ~"^^ 

oder, wenn wir die gleicbbenannten Koeffizienten (sec^) 

,.a\ (G — A)! MP 

(16) e = ^-^, m^-^ 

einfiihren: 

cmcû^ — 12 fc — Y mj (D^ = 12. 

Die positive Wurzel dieser Grleicbung heifse cj/. Sie berecbnet sicb zu: 

(17) G3j^ _ _L(6c - 2m + yi2cm + {Qc - 2my) . 

Bei dieser Umdrebungsgescbwindigkeit sind, wie wir sagten, die Ab- 
weicbungen ri, ^ beliebig und es kann ein nnbegrenzt starkes Scbleudern 

*) Wir mûssen hier die genaue Formel (III) statt der Nàbening (TE) benutzen, 
weil die Drehaxe nicM mit der Figurenaxe des Turbinenrades , sondem mit der 
^Yertikalen" OV der Fig. 141 zusammenfâUt. Die Eotation um die Figurenaxe 
ergibt sich. daher zunâchst gleich co cos'9', kami aber, wie im Text geschehen, 
durcb © eraetzt werderu 



7.9 


1 
1 








V 




o- 


to^ 



oQ^ IX. Technische Anwendungen. 

der Welle eintreten; vorher und naclilier dagegen ist die Welle wie zu 
Anfang genan centriert. Wir erhalten also fur t^, ^ die graphisclie 
Darstellnng der Fig. 142: Im Punkte o? = (^^ der Abscissenaxe eine un- 
bestimmte Ordinate, uberall sonst die Ordinate NuU. Man kennt die 
Bedeutung dièses etwas paradox klingenden Résultâtes von anderen 
Problemen der Mechanik lier (Knickungsvorgang; kleine Pendelscliwin- 

gungen). Es besagt nicbts anderes 
als dafs beim Ûberscbreiten yon 03=03^ 
eine plotzlicb zu- und dann wieder 
abnehmende Ausbiegung stattfindet^ 
die in Wirklichkeit nattirlicli voUisr 
bestimmt ist und von der ursprting- 
lichen Kriimmung der WeUe abhângt^ 
bei unserem Ansatz aber unbestimmt 
bleiben mufste, weil wir die ursprûng- 
liche Krûmmung vernachlassigt haben. 
Pig 1^2 Das wirkliche Ausbiegungsdiagramm 

wird also die in der Figur punktierte 
Gestalt baben; es scbmiegt sicb bei abneUmender ursprtinglicber 
Krûmmung immer mehr in die von uns berechnete recktwinklige 
Ecke binein. Das wirkliche Ausbiegungsdiagramm bat also durchaus 
die Gestalt der frûberen Fig. 140. 

Wir kônnen dies leicbt im Einzebaen nacliweisen, wenn wir die 
jetzige Recbnung durcb Einfiihrung der ursprtinglichen Krûmmung er- 
gânzen und sie dadurcb derjenigen unter Nr. 1 anpassen. 

Die ursprûnglicbe Krûmmung denken wir uns hier etwa durcb 
den Einflufs der Scbwere auf das ûberhangende Turbinenrad hervor- 
gerufen, also durcb eine Kraft Ç, die im Punkte a? « angreift. Bei 
der Bestimmung ibres Momentes wollen wir uns aber die Ungenauigkeit 
gestatten, dafs wir dièses fur die ganze Umdrebung konstant gleich Qx setzen. 
Wir seben also weiterbin von der speziellen VorsteUung der 
Scbwere ab und ersetzen sie durcb eine fur unsere Zwccke besonders 
"bequeme scbematisierte Kraft, die sicb mitdreht und die im Prinzip 
dasselbe bewirkt, wie die Scbwere, nâmlicb durcb eine von Anfang an 
vorhandene Krûmmung die horizontale Gleichgewicbtslage unmoglicb 
zu macben. 

Dièse vereinfacbende Annabme bringt es mit sicb, dafs wir die 
vorigen Gleichungen (10) bis (13) direkt ûbernebmen konnen, wobei 
wir nur Z -f Ç statt Z einzutragen baben. Die Gleichungen (13) lauten 
daber jetzt: 



§ 9. Kreiselwirkungen bei der Laval-Turbine. 897 

und statt der Gleichungen (14) erhâlt man: 



2EJ' 






SEJ 

Hieraus ergeben sicli fur jeden Wert von co ganz bestiiamte, im All- 
gemeinen endliclie Werte von d^ und rj, Unendlicli werden dieselben 
nur dann, wenn die Déterminante der linken Seite verschwindet. Dies 
fûhrt aber wieder genau auf die Bedingung (15) und auf die kritische 
Umlaufzalil œ = œ^^. Bei abnehmendem Q, d. h. zunehmender Gerad- 
heit der ursprûnglisclien Wellenform, gehen die eben genannten end- 
liclien Ausbiegungen in NuU ûber, wâlirend die unendliclie Ausbiegung 
fur œ = (Oj^ den unbestimmten Wert • cxd annimmt^ ganz im Sinne 
unserer Fig. 142. 

Von Interesse ist es fur uns, die relative Wichtigkeit der Kreisel- 
wirkung („zusammengesetzte Gentrifugalkraft^' im Sinne Coriolis) zu 
derjenigen der gewolinliclien Trâglieitswirkung (einfache Gentrifugal- 
kraft) beim ScKleudern der Laval-Welle festzustellen. Dies gescbieht 
am einfachsien, wenn wir zuselien, in welcliem Mafse die kritische 
Umdrehungszalil infolge der Eieiselwirkung in die Holie gesetzt wird. 
(Eine Erkôhung, nicht eine Erniedrigung der kritischen Umdrehungs- 
zalil wird die Ereiselwirkung bedingen, da sie ja nacb der Eegel des 
gleichsinnigen Parallelismus der Ausbiegung entgegenarbeitet, also 
scLeinbar die Steifigkeit vermebrt.) 

Seben wir zunâcbst von der Ereiselwirkung ab, indem wir C = 
und A= setzen, also den Radius des Turbinenrades sehr klein nehmen. 
Der entstebende Wert der kritischen Gescbwindigkeit beifse cJj^q. Dieser 
entstebt aus (17), wenn wir c = setzen. Da aber dann (17) in der 
Porm 0/0 erscbeint, mûssen wir eine Entwicklung vornebmen. Es ist 
bei kleinem c mit Rûcksicbt auf das positive Vorzeicben der Wurzel 

m (17) 

also nacb (17) und (16) fur c == 0: 

3 SEJ 



mo ■■ 



Ml 



Derselbe Wert wâre aucb direkt aus der zweiten urspriinglicben Gl. (14) 
zu entnebmen gewesen, die fur (7 == mùtatio mutandis mit GL (4) 
ubereinstimmt. 
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In Wirkliclikeit sind A und C nicht gleich NuU, sondera fiir eine 
dûnne Scheibe vom Radius r ist: 



M ^ ^ M 
also nacli (16) 



^--T-'-, c-. 



(r) 



Nehmen wir beispielsweise den Durchmesser der Scheibe gleich der 
Lange unserer Welle Ij so ergiebt sicli: 






m o /» . 1^ 



, 2m — 6c ^-^x- m 



16' 8 



^/-i(-13+y217)=^. 



und nach (17) 

Wir haben also 

œ/:œ|o = 4:3,4; œ, : (d,o - 1,09 : 1, 

d. 1^. die kritische Umdrebungszalil wird durcb. die Kreiselwirkung um 
97o teraufgesetzt. Der Einflufs ist also mehr sekundârer Art. 

Kreiselwirkungen werden nicht nur bei der frei scliwebenden 
LaralweRe auftreten, sondern immer dann, wenn das Sclileudern der 
Lavalwelle mit einer Riebtungsânderung des rotierenden Turbinenrades 
verbunden ist. So z. B. aucb bei einer beiderseits gelagerten Welle, 
wenn sich das Rad nicht gerade in der Mitte der WeUe befindet oder 
wenn mehrere Râder auf derselben WeUe angeordnet sind. Die Be- 
rechnung der kritischen Grescb.windigkeit fuhrt dann auf kompliziertere 
Grleicliungssysteniej ûber die man ailes Wissenswerte in dem Stodola'- 
schen Werke nacblesen kann. Neue dynamische Gesiclitspunkte treten 
dabei nicht auf; immer handelt es sich um das Gleichgewicht von 
Centrifugalkrâften und Kreiselmomenten an der elastischen WeUe. Die 
numerische Bedeutung der Kreiselwirkung wird dabei in dem Mafse 
zurûcktreten, als die durch das Schleudern bedingten Richtungs- 
ânderungen des Turbinenrades je nach seiner Ânordnung in der Nâhe 
der WeUenmitte geringer werden. Der Fall der freischwebenden Welle 
stellte bereits ein Maximum fur den Einflufs der Kreiselwirkung dar. 

Zum Schlufs môge erwâhnt werden, dafs das Schleudern auch bei 
diesen aUgemeineren Anordnungen zwar als liesonanzphanomen gedeutet 
werden kann, dafs aber dièse Auffassung insofern ihre praktische Be- 
deutung verliert, als jetzt die Eigenschwingungsdauer der Welle durch 
die Rotation beeinfluist wird und daher die kritische XJmlaufszahl nicht 
von vomherein durch Versuche am nicht rotierenden System bestimmt 
werden kann, âhnlich wie die Schwingungszahl eines Kreisels von seiner 
XJmlaufszahl abhângt. Denn sobald das Turbinenrad rotiert, ist die 
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ursprûngliclie Biegungsscliwiiigung des Systems keine môgliclie freie 
Bewegung mehr, da die Kreiselwirkungeii wie "âufsere Momente wirken, 
die die Schwingungsdauer yerândern. Zu jeder Umlaufsgeschwindigkeit 
wird sicli jetzt eine eigene freie Schwingungsdauer ergeben; da dièse 
aber im Allgemeinen nictt mit der Umlaufsdauer tibereinstimmt, so 
mufs die Welle wecb.seliide Verbiegungeri durcbmacben. Eine solcbe 
freie Scbwingung ist aucb der durch. die GL (14) und (15) dargestellte 
Bewegungszustand, sie ist vor den anderen nur dadurch ausgezeiclmet, 
dafs bei ibr Umlaufsdauer und Scbwingungsdaner zusammenfaUen, so 
dafs die WeUe als Ganzes rotieren kann. Das Kennzeicben der kritischea 
Umlaufsgescbwindigkeit ist also ancb hier die Resonanz zwiscben Um- 
lanfszabl und freier Scbwingungszabl. 



§ 10. Vermisctite Anwendungen. 

Obne irgendwie YoUstândigkeit anzustreben, wollen wir in diesem 
Scblufsparagraphen solcbe Anwendungen der Kreiseltbeorie zusammen- 
stellen, welche wir nicht ausfûlirlicb besprechen kônnen, teils weE iins 
der Gegenstand nicht hinreichend geklârt erscheint, teils weil er uns 
zu weit in technische Einzelheiten fûhren wûrde. Wir beginnen wie 
in § 2 mit den Kreiselwirkungen bei Pahrzeugen (Einschienenbahn), 
berichten ûber einige nautische Kreiselprobleme und schUefsen mit dem 
Problem der Ballistik, das unter aUen technischen Anwendungen der 
Kreiseltbeorie am frûhesten in Angriff genommen ist und bis zum 
heutigen Tage wohl am wenigsten befriedigend gefôrdert werden 
konnte. Eine tJbersicht des Inhalts giebt die folgende Tabelle: 

A. Einschienenbahnen. 

1. Schwebebahn. 

2. Monorailsjstem. 

3. System Brennan und Scherl. 

B. ÎSTautische Anwendungen. 

4. Raddampfer. 

5. Turbinendampfer. 

6. Der gyroskopische Horizont. 

7. Bemerkungen zur Aeronautik. 

C. Ballistik. 

8. Das dynamisch-hydrodynamische Problem. 

9. Die allgemeinen Erfahrungsthatsachen der Ballistik und die 

RoUe der Kreiselwirkungen. 
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A. Einscliienenbaliiien. 

Die Ûberlegungen des § 2 zeigen deutlich; dafs die technischen 
Sdawierigkeiten bei Scbnellbaliiien — von den ihrer Einfuhrung ent- 
gegenstebenden und sehr mafsgeblichen wirtschaftlicheii Schwierigkeiten 
braucht hier iiicbt die Rede zu sein — hauptsachlich mit der zwei- 
schienigen Anlage unserer Babnen zusanimeiibâiigen. Die beiden 
Scbienenstrânge stellen zwei kinematische Fûhrungsbedingungen dar, 
die wegen des notwendigen Spielraums der Râder im AHgemeinen 
nicht in gleichem Mafse wirken, und das Fabrzeug bat zwischen beiden 
soznsagen einen dynamiscben Kompromifs zn scblielsen. Daber das ab- 
wechselnde Anlaufen der Râder gegen die eine oder andere Schiene 
und das Schlingern der Wageu, die Entlastung der einen oder anderen 
Schiene durch Centrifugal- und Kreiselwirkungen und die fortgesetzte 
Verschlechterung des Geleises^ namentlich auch" die liistige Notwendig- 
keit der tJberhohung der âufseren Schiene in einer Kurve, die nur fur 
eine mittlere Greschwindigkeit berechnet und nie vollstândig durch- 
gefûbrt; werden kann. Aile dièse tJbelstânde fallen bei einer Ein- 
scMenmhàhn von selbst fort. Man kann drei Typen derselben unter- 
scheiden: 

1. Stabile Anordnung, Schiene oberhalb des Wagenschwerpunktes^ 
Schwébébahn, Patent Lange. 

2. Wenig stabile Anordnung, Schiene in der Nâhe des Wagen- 
fichwerpunktes, Monorailsystem, Patent Behr. 

3. Instabile Anordnung, Schiene unter dem Wagenschwerpunkt, 
Patent Brennan und Scherl. 

1. Scliwebebalin. 

Der erste Typus ist in Elberfeld-Barmen ausgefûhrt; er wird von 
vielen Sachverstândigen als Idéal einer technisch-vollkommenen Bahn 
angesehen: die Centrifugalwirkungen kônnen sich in dem seitlichen Aus- 
schwingen des Fahrzeugs ohne Schaden fur das Material ausgleichen^ 
ebenso die Kreiselwirkungen der Antriebs- und Pûhrungsrâder, die hier 
wegen des kleinen Radradius ûbrigens ziemlich klein sein werden. Man 
kann bemerken, dafs beide Wirkungen sich hier nicht addieren wie bei 
der gewôhnlichen ZweischienenbahU; sondem subtrahieren, was man 
als eine erwûnschte JSTebenerscheinung dieser Anordnung ansehen kann. 
In der That: das Moment der Centrifugalwirkung um die Schiene wirkt, 
wenn der Schwerpunkt unter der Schiene liegt, im entgegengesetzten 
Sinn wie bei der erewôhnlichen A-nnrdnnncy. A^a Moment d^r Kreisel- 
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wirkung aber im gleichen Sinn wie bei jener, also (ygl. § 2) im um- 
gekehrfcen Sinne wie das Moment der Centrifugalkraft. 

Wir bestimmen etwa die Ausschwingung a des Wagens (Ab- 
weichung seiner Mittelebene Yon der Verfcikalen). beim DurehfabreE 
einer Kurve vom Krummungsradius iî. Dabei mufs das Moment der 
Scbwere SDl durcb das Moment der Centrifugalwirkung S* xind durch 
die Kreiselwirkang K ins Gleicbgewicht gesetzt werden: 

(1) m^H+K 

Nun ist, wenn M die Masse des Fahrzeugs und h die Hohe des 
Schwerpunktes unter der Scbiene bedeutet: 

W = Mghsma. 

Perner wird, wenn v die Gescbwindigkeit in der Kurve ist, 

Fur die Kreiselwirkung K haben wir GL (II) des § 1 zu benutzen, 
da die Figurenaxe der umlaufenden Râder, die die Kreiselwirkung 

bervorbringen, um den Winkel -O- = -r a gegen die Vertikale, d, i. 

die Axe der binzukommenden Drehung (Drebungsgescbwindigkeit v/B), 
geneigt ist. Wir baben also: 

K = — Nri coso:: 

-Cl- ^ 

das négative Vorzeichen entspricht der vorangehenden Bemerkung ûber 
den umgekebrten Sinn der Kreiselwirkung und der Centrifugalwirkung. 
Es ist aber, wie in § 2 GL (2), 

wenn m die auf den timfang reduzierte Masse aller^Râder, r ihren 
gemeinsamen Radius bedeutet, also: 

K^ — m--^r dosa. 

Unsere Gleichgewichtsbedingung (1) liefert daher 

(2) *g« = ^(l-f !-)• 

Bei den Probefabrten in Barmen-Elberfeld wurde die Gescbwindig- 
keit in Kurven so weit gesteigert, dafs Ausscbwingungen bis zu 25^ 
vorkamen; wie die vorstehende Formel zeigt, wûrde der Ausscbwingungs- 
winkel obne Kreiselwirkung nocb ein klein wenig grôfser ausfallen 
mûssen. 
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2. Monarailsystem.*) 

Dasselbe war fiir die Strecke Mancliester-Liverpool als Schnellbaka 
mit 150 km pro Stunde projektiert; doch ist in den letzten Jahren ûber 
das Zustandekommen dièses Projektes niclits bekannt geworden. Eine 
Versucbsstrecke war bei Gelegenbeit der Brûsseler AussteUung 1897 
mit 135 km pro Stunde in Betrieb und lieferte befriedigende Resnltate. 

Das Monorailsjstem verdient den Namen ^Einscbienenbabn'^ nicbt 
in dem Mafse wie die Sctwebebabn, weil seitlicb unter der Tragschiene 
noch beiderseits je zwei Fubnmgsscbienen angeordnet sind. Der Wagen 
bildet eine Art Sattel um die Tragscb.iene, nm die er mit scbwer 
o-ehaltenen Fortsetzungen heruntergi-eift, und stutzt sich auf die Trag- 
schiene von oben ter mit einem Rad von senkrecliter Ebene. In 
Knrven oder wenn das Grleichgewicht sonst nach der einen oder an- 
deren Seite hin gestôrt ist^ legt er sich. gegen die Fuhrungsscb.ienen 
dieser Seite mit zwei Eadern von borizontaler Ebene. Eine solche 
Storung des Gleichgewichts ist desbalb zu gewilrtigen, weil der Schwer- 
pnnkt des ganzen Wagens nur wenig von der Laufschiene abstelit, der 
Wagen sicb also statisch nahezu im indifferenten Gleichgewicbt befindet. 

Bleibt dièse geringe Stabilitllt nnn aiicli bei voiler Fahrt bestehen 
oder findet hier eine ausgiebigere Stabilierung des Gleichgewichtes 
statt, eine Stabilierung, die offenbar nur durcli eine Kreiselwirkung 
der umlaufenden Râder hervorgebracht werdeu konnte? Nach den 
Angaben des Konstrukteurs, nach denen die seitlichen Fiihrangs- 
schienen nur ausnahmsweise in Kurven beansprucht wûrden, und 
nach den Ergebnissen der Versuchsfahrten, deren Ruhe gerûhmt 
wurde, mûTste man dièses voraussetzen. An sich ist es ja nicht 
undenkbar, daTs die umlaufenden Massen von Rad und Motor gegen 
ein Umkippen des Wagens nach der Seite zunachst mit einer kleinen 
Drehung um die Vertikale und durch VermitteluDg dieser mit einem 
Kreiselmoment um die Schiene reagieren, welches den Wagen wieder 
aufrichtet, wie dies durch die Formeln (IV) des § 1 schematisch 
beschrieben wird. Da die Kreiselwirkung mit dem Quadrat der Fahr- 
geschwindigkeit wâchst, wâre Erhôhung der Stabilitât bei Erhôhung 
der Greschwindigkeit zu erwarten (aufser gegenûber den Centrifugal- 
wirkungen, die ebenfaUs mit dem Quadrat der Geschwindigkeit wachsen). 
Indessen ist hierbei wieder die ganz wesentliche Bedingung der er- 
forderlichen drei Freiheitsgrade (vgl. pag. 767) zu beachten. Wenn 
durch mangelnden Spielraum die Ausdrehung der Râder um die Vertikale 
gehindert bezw. durch Reibung sehr erschwert wird, so wird auch die 

*) Ygl. z. B. Centralblatt der Bauverwaltung 1890, pag. 550, 
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.stabilierende Wirkung unmôglich bezw. stark herabgesetzt. Ob unter 
diesen Umstândeii eine merkliclie Stabilierung ûberbaupt nocb zu Stande 
kommt^ kann bezweifelt werden. Sicher ist nur^ dafs das nacli GL (IV e) 
in § 1 berechnete stabilisierende Moment des Idealfalles viel zu 
grofs ausfallen wûrde. Ziemlicb wairscbeinlicli scbeint es, dafs bei 
grofser Geschwindigkeit die Stabilierung leicbter zu Stande kommen 
kann^ wie bei kleiner, da hier fur die seitlichen Ausdrebungen der 
JElâder weniger Spielraum beansprucht wird und die Reibung gegen 
solcbe Ausdrebungen nicht in demselben Mafse mit der Gescbwindig- 
keit wacbsen dûrfte wie die Kieiselwirkung selbst, 

Wir hâtten dièse in ibrer Unbestimmtbeit wenig befriedigenden 
und wegen der geringen praktiscben Bedeutung des Monorailsystems 
wenig wicbtigen Betracbtungen hier kaum gebracht^ wenn sie nicKt 
eine passende tjberleitung zu dem Stabilierungssystem beim instabilen 
Typus der Einscbienenbahn bildeten. Was im biskerigen Falle nur 
beil'âufig und unter ungûnstigen Umstânden durcb. die umlaufenden 
Râder bewirkt (oder gegebenenfalls aucb nicbt bewirkt) wird, leîstet 
im folgenden Falle eine ausdrûckliche Kreiselvorrichtung in ausgedehntem 
Mafse und unter wohlerwogenen Bedingungen. 

3. System Brenuau uiid Scherl. 

Die Frage nacL der praktiscben Ausfûhrbarkeit der Stabilierung 
eines vôllig labilen Einscbienenwagens durcb eingebaute Kreisel ist 
scbon mehrfacb erôrtert worden. Aber erst in der allerjûngsten Zeit 
sind Versuche in der Offentlicbkeit vorgefûbrt worden, und zwar gleich- 
zeitig im November 1909 von L. Brennan in England und A. Scherl 
in Berlin. Nach den Bericbten baben sie zu gûnstigem Ergebnis 
gefûbrt, ûber die nâbere Anordnung der Kreiselkonstruktion ist aber 
nocb nicbts bekannt geworden, abgeseben yon frûberen kurzgebaltenen 
Patentscbriften*), die aber die jetzige Form nur nocb in Umrissen 
treffen werden. Wir bescbrânken uns daber aucb hier auf einige all- 
gemein gebaltene tbeoretiscbe Ûberlegungen.**) 

Dafs tbatsâcbliôbe StabiHerung eines an sicb labilen Zustandes 
durcb Kreiselwirkungen môglicb ist, baben wir mehrfacb besprochen, 
z. B. bei der Diskussion der aufrechten Kreiselbewegung. Im Prinzip 
wird es sich auch bei der Stabilierung des Einscbienenwagens um 
nicbts anderes als dièse aufrechte Kreiselbewegung bandela, die hier 
natûrlich in modifizierter Form erscheint. Denken wir uns z. B. âbn- 



*) Patent Brennan, D. R. P. 174402. 

**) Dieselben schliefsen sicli teilweise an einen Aufsatz von A. Fôppl an: 
„Zur Théorie des Kreiselwagens der EinscHenenbalin", Elektroteclin. Ztsekr. 1910, 4. 
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licli wie im Falle des ScMick'schen Schiffskreisels im Einschienenwagen 
einen Kreisel in einem Rahmen angoordnet^ der um eine Queraxe des 
Wagens drehbar ist, so dafs wie beim Scliiffskreisel die Figiirenaxe in 
der Mittelebene des Wagens schwingen kann und in der Mittellage 
vertikal steht.*) Der Kreisel liât dann offenbar die namlicheu Preiheits- 
grade wie ein einfacher Kreisel im kardanischen Gehange: Den inneren 
Ring vertritt der Kreiselrabmen^ der nm die Queraxe drehbar ist, den 
âufseren der Wagen, nni die Schiene drebbar. Nur sind die Tragheits- 
momente nnd Sctweremomente der beiden nichtcyklischen Preiheits- 
grade Mer voneinander unterschiedeu. 

Die erste Fordernng znr Kreiselstabilierung, dais zwei nicht- 
cyklische Freiheitsgrade Yorlianden sein miissen, ist hier, im Gegensatz 
zum Monorailsystem, ausgiebig erfullt. Âber der allgemeine Thomson- 
sche Satz, den wir pag. 771 anfiilirten, fordert noch mehr: Es geniigt 
nicM eine gerade Anzahl Yon Preibeitsgradon ziir cyklischen Stabilierung 
eines labilen Zustandes, es ist vielmehr eine gerade Aiizahl labiler Frei- 
lieitsgrade erforderlich .**) Daraus konnen wir soibrt entnehmen: Soll der 
Kreisel in der beschriebenen Anordnung d(*n Wagen wirklich stabilieren 
konnen, B<it.^ufs er sicb selbst, abgeselien von den Krei.solwirkungen, im 
labilen Zustande befinden, sein Schwerpunkt mulB also oberhalb der Anf- 
hângeaxe des Rahmens liegen. Beim ScliiiFskreisel lag im Gegensatz 
dazu der Schwerpunkt unterbalb der Auf hiingeaxe (h > 0), da das Schiff 
von Anfang an stabil ist (Jî'>0). Auf don allgemeinen Beweis des 
Tbomson'schen Satzes brauclien wir nicht nilher einzugelion, da er ganz 
analog verlahft, wie der folgende Beweis im speziellen Kalle des Ein- 
scbienenwagens. 

Um an die friiber verwendeten Bezeiclintuigen beim Schiffs- 
kreisel anzuknûpfen, sei Q das Gewicht des Wagens, J sein Trâg- 
beitsmoment, nm die Schienenkante gemesHcm, // die Hcihe seines 
Schwerpnnkts. Ferner sei q das Gewicht des Kreisôls nnd Rahmens, 
j sein Trâgheitsmoment um die Anfhiingeaxe, h die Ilohe seines 
Schwerpnnkts ûber der Aufhïmgeachse, die wir jetzt als positiv voraus- 
setzen, endhch sei N der Impuis den Kreisek. Die neitlichen Aus- 



*) Dies ist nur eine von verschiedenen môglichcn Anorclnnn^en. Bei der 
urspranglichen Ausfûhrung von Brennan (vgl unten) fililt die Mittellage des 
Kreisels mit der Queraxe des Wagens mnammen. Fdppl untersclieidet (vgl. die 
vorige Anm.) drei ïïauptlagen, empfieiilt aber die im Text beaprochenc Anordnung 
als die einfachste. 

**) Ob Stabilierung môglich ist, wenn einet der Freiheitngrade indiffèrent ist, 
bangt von spezielleren Voraussetzungen ab, Wir werden hierauf noch zuri'ick- 
kommen. 
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schlâge des Wagens sollen. durch. den Winkel tpj die Ausschlâge des 
Kreiselrahmens durch d- gemessen werden^ und wir setzen in der 
ûbliclieii Weise voraus, dafs zur Entscheidung der Stabilitât die Unter- 
suchting kleiner Aiissclilâge 7/^ nnd d' ausreiclieiid ist. Von Reibnngs- 
Êinflûssen selien wir Yorlâufig ab. 

Durch seitliche Neigungen des Wagens wird nun der Kreisel in 
Schwiiigungen versetzt Auf die beiden Freiheitsgrade wirken hierbei, 
wie im Falle des Schiffskreisels, aufser den Schweremomenten noch die 
^^Kreiselwirkungen" 



auf den Wageu, 



dt 



'=— < 



auf den Kreiselrahmen. tjberhaupt kônnen wir ohne Weiteres die 
Bewegungsgleichungen (5) Yon § 4 mit den entsprechenden Anderungen 
wegen der ursprûnglichen Labilitât der Freiheitsgrade ^ und d" ûber- 
nehmen: 

Man braucht nur dièse Gleichungen mit den Gleichungen (5) pag.367 
^u vergleichen, um die Analogie zur aufrechten Kreiselbewegung zu 
erkennen. 

Als Lôsung haben wir einzusetzen: 

^rhalten also: 

A{Jx^- QE)-aNx^O, 

^ ^^ a{jx^-q'h) + ANx=^0 

und daraus fur x die Gleichung: 

(4) (Jx^ -QS) U^' - ^^) + ^'^' == 0- 

In dieser sind nun aile Koeffizienten positiv, kann also die Wurzel x^ 
zwei négative^ somit x vier rein imaginâre Werte annehmen, wenn 

N'^ QHj-qhJ>0. 

Dièse Forderung wird ergânzt durch die eigentliche Stabilit'âts- 
bedingung, die durch die Diskriminantengleichung gegeben ist: 

(^^ - QHj ^ qhJ)' > 4 QHqhJj. 

Kleia-Sommerfeld, Kreiselbewegung. 58 



K. TeclmiBche Anwendungen. 
I^ FaUe/es^aufrechten K^^^^^^^ .^ ^^^ ^^^ ^^^^,^t^ Critérium fur den 
starken Kreisel= JV^>4J.P- 

Das Yon o;^ freie «lied xn t J, ^__^^^ ^^^^ ^^^^^.^ ^^^^^^ ^^^ 

einer der beiden ï^^raheitsgrade^..^^^^ ^^^^ ^^^ ^^^^^ ^^.^^ ^^^^,^^_ 
Oder /^ einen i^egativen ^ ^^^j^jr ,i«^, ten ^Wi Bewegung 

grade stM oder ^f ^^^^^f^ E^enso wird hn aUgexneinen Fall 
is S,sfe-s — «"^\ïî^i FreiheitsgradeB das letzte Glied der 
,ou mebr als ^^^^ ^fdas Produkt der .u den einzelnen FreiMte- 
entspredienden Gl«^« ^ ^^ ^-^^ ^ux dann positiv, wenn . 

g,aàen ^f^^^ZÎZL- Freiheitsgraden .orWe. isi Hierin 
eine gerade AnzaW ^°^ . Ti^onisoii'scben Satees.*) 

Von ^^^;^^ZJ^^Zi uns etwa die Bewegung des Kre.el- 
der beiden ^^^'^''^'^,r\Z^r^ (h - 0) Sicher ist fur den FaU dea 
.al^mens, an sicb ^^^^^^f ^^jrAnordnung ebenfaUs aus.meUiefsen. 
EinscWenenwagens eine "«^ .^s j^^tte in dem Pall immer 

Denn die cbaraktenstxsebe «l^^^^^^^,.^^^ ^^^ g^^ ^^^^ 

Li Oder bei ^^^^^fZ^^^^^^'^^^^^^ ^'^ ^ « + ^^' "° ' 
.erscbwindende Wnrzel. J^^; ^^^^^^^^^ ,,/ae, Kreiselrahmen sick 

und l Konstanten smd, ™ ^^ IJ,;,;^ daher von der Vertikalen 
bestândig gleicbsinnig ^^^^f ^l^^^k^^U der Dâ^pfung lautet 
beliebig entfernen konnte Be. B-ûck^^^^^^^ hier der Kreisel- 

das entspreetende I^^^g-^^l * J "Jg "^^^^^^^^^^ 

.abmen, nacbdem e.n -^^^^^^^^^^^ bleiben .Me, . B- 

aufgezebrt ist, m -^.^^^^^1;; aTe KreLlaxe parallel .ur ScHenen- 
:Se Hegt S:r:k:::t1- aber der Kreisel iede Stabiliernngs- 

"^eser an.e.e.. P.. .Ut - --^^.^^^^^^^^^^ 
Denn ier obe. fâr dea FaU von -^ J^f f^^^^^^^^^^ 

voraus, dafs man aUe Lagen d;',.^^^^'"; '^ht^^ fiir diose Lagen- 

.aten ausgedrûckt hat nnd datB J^f ''^;E;;,«,.t,,i »iud, oin. Bedingnng, 
koordinaten in der Lagrange'schen 1 «n ^\^'^"''' ^ ^ .^^^ D^, F^hrrad .. B. 
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fâhigkeit. Die gleiclie Bemerkung macliten wir ûbrigens auch sclioii 
bei der Stabilierungsuntersucliuiig in § 1, IV. Dort nalimen wir ein 
auf die Koordinate tlj wirkendes Moment V an, das der Scliwere des 
Wagens bei der Einschienenbabn entspricbt, dagegen war das Gleicli- 
gewicbt in Bezug auf die Koordinate d^ vôllig indiffèrent. Wir fanden, 
dafs der Kreisel zwar das System stabilieren kann (in dem behandelten 
Beispiel den âufseren Ring des kardanischen Gebânges), dafs seine 
Stabilierungsfâbigkeit aber mit der Zeit abnimmt nnd schliefslicli ganz 
verscliwindet. 

Anders liegen die Verbâltnisse bei einem Gryrostaten (vgl. pag. 771) 
oder nocb einfacber bei einer aufrecht rollenden Scbeibe, bei der 
ebenfalls der eine Freibeitsgrad, nâmlich die Drehung nm die Vertikale, 
indiffèrent ist. Dafs ancli dort die cbarakteristische Gleichnng bei hin- 
reicbend kleiner Reibung zwei verscbwindende Wurzeln bat, besagt, 
dafs die Scbeibe nnter konstanter Neigung eine Prâcession bescbreiben 
kann, bei der z. B. der Schwerpnnkt einen Kreis durcblâuft. Da dort 
die Axe des wirkenden Scbweremoments aber nicht raumfest ist, 
sondern bestândig auf der Figurenaxe senkreclit stebt, so kann die 
Figurenaxe nie mit der Axe dièses Moments zusammenfallen, yielmetr 
behâlt die Rotation, die nab.ezu um die Figurenaxe erfolgt, ihre Stabi- 
lierungsfâbigkeit dauernd ungescbw'âcbt bei. Dasselbe gilt von der An- 
ordnung des Tbomson'scben Gyrostaten. Der Grensfall der indifferente^i 
Anordnung wird doher in diesen Fàllen dis stdbïl zu 'bezeichnen sein. 

In dem Beispiel des § 1 ist das âufsere Moment raumfest, die 
Figurenaxe strebt nach der Regel des gleicbsinnigen Parallelismus, sicb 
der Axe des âufseren Moments zu nâbern. Die Stabilitât nimmt daber, 
wie erwâbnt, dauernd ab und ist nur fur eine gemessene Zeit praktiscb 
gesichert. Fur die Zwecke des Torpédos z. B. ergab sicb. dièse zeitlicb 
begrenzte Stabilitât als ausreicliend,* fur die Zwecke und unter den Ver- 
bâltnissen der EinscHenenbabn dagegen wâre sie yôUig unzureicbend. 
Der Grenzfall der indifferenien Anordnung des Kreiselrahmens ist ddlier 
hei der UinscMenenbahn als làbil sicher auszuschliefsen. 

Bisber baben wir Yon Reibungseinflûssen abgeseben; in diesem FaUe 
war bei binreictendem N nacb Analogie mit dem aufrecbten Kreisel die 
Stabilitât des Einscbienenwagens vorauszuseben. Wesentlicbe Scbwierig- 
keiten aber wird bei der wirklicben Ausfûhrung naturgemâfs die Reibung 
macben. Berûcksicbtigen wir sie durcb die ûblicben Zusatzglieder in 
den Gleicbungen (3), obne damit mebr sagen zu woUen, als dafs es 
sicb um Momente bandelt, die immer mit der Scliwingungsricbtung 
gleicbzeitig ilir Vorzeiclien umkehren. Die Gleich.ungen (3) werden 
dann etwa: 

58* 
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(5) ,•î^l* + ^«^-g?^^'^+^'lT = ^ 



dt 
uiid an 



"ail/ 

•■1.1, kt mûssen wieder aile Koeilizienteii dieser 
DamitStabilitât.moglicli xst ^_^^^ ^^^^ ^^^^ Koeffirienten tou ;«: 
Gleiclixing positiv sein ^^^ .^^ j.^^^^^ ,t^bile aufrectte 

Bewegung mogUch ^ ^* ^ ^^^^ ^^^,^.^^^^^^^^,^.^^ ,„,.,,, -Welcher der 
f mkifepm*s mcM ^6to^^^ ^^.^.,1^ i3t i.rin..picU unwesent- 

liclx. Fiix die P^f ^^^"f;,,f i; Krciselrahmens LencUeunigt wird. 
komme., bel der dxe B^wegung d b K ^^_ ^ .^^^^^^^ ^^^^ ^^^^ ^. 

t:::f^eder.i.pe.sa^.^^^^^^^^^^^ ,^ 

Doi-t ist also die ^^-^^ ;;^^;ï^^^^ ,,3ii.iv word.u, abor and™ s 

wiirde dadurch, falls f^*^^^ j^^^^ fô „.V/,i «feo nicM aus, im 
der Koeffiàent yob oî" negativ auH m ,;/ei«/,,.i% in ent- 

spmfemde» Ma[se gedampftscm. bcUin 
lict die BedixiguBgen m erfUUeu: 

(7) jW-/«'i>.^'- 

Beide kômen Bebeueinander besteben weun 

qh ^ QJ'^^:\ 

des ûberwiegeBden Sclxwere- ^^f ;„^^; ^^^^ ^,,,„^ «.ilBsen als «, 
das des Kreisels, W emen viel ^^J^^^^^^^^ 
NacbderersteBTJBgleicliuBg(7)aberreulitc,a. ^,^^ ^^^^,. „.a 

— ^PI^. bei umgekehrt godacMer S«l;;«;;f ^i";"^;;,,, dot Kreisetatoeu- 
KreisescWgung beide stabil waren, »u1b die ircquo 



_--. l-..1ft4v.QV 
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Beschleunigung der Kreiselrahmensckwingung aus; was die Dâmpfung der 
Wagensctwingniig betrifft, so wird dièse sckon von selbst immer Terhâltnis- 
mâfsig grofs sein oder kann nocli kûnstlicli vermekrt werden. Dafs durch 
solche Anordnungen in der That Stabilitât erreicht werden kann^ sieht man 
am besten, wenn in (7) die Grleichheitszeiclien erfûllt sind: Die Gl. (6) 
bat dann die Form der Gl. (4), die bei genûgend grofsem Impuis 
stabile^ wenn aucb nngedâmpfte Schwingungen bedeutet. Man yerstebt 
nun leiebt^ dafs im Falle der Ungleicbbeitszeicben in (7) die Stabilitât 
nicbt nur besteben bleibt, sondern, wie es zu fordern ist, aucb in 
bôberem Grade gesicbert ist^ da einmal eingeleitete Scbwingungen ab- 
gedâmpft werden. 

Ans den Ungleicbungen (7) ist nun aucb der Grund zu ent- 
nebmen, warum man nicbt daran denken wird, an Stelle des Kreisel- 
rabmens den Wagen selbst zu bescbleunigen und den Rabmen zu 
dâmpfen. Wâre nâmlicb W negativ und w positiv, also w^ negativ, 
so wâren unter der Voraussetzung qh/j ^ QSjJ die Bedingungen (7) 
ebenfalls zu erfalleu; aber es mûfste nacb der ersten Ungleicbung 
wegen des ûber das Scbweremoment des Kreisels qlh weit ûberwiegenden 
Scbweremoments des Wagens QS nun der absolute Wert von W 
weit ûber w ûberwiegen, es mûfste also entweder der Wagen sebr 
stark bescbleunigt, oder aber der Kreiselrabmen nur sebr wenig ge- 
dâmpft sein, zwei Moglicbkeiten, die ersicbtlicb zu Scbwierigkeiten 
fûbren werden. 

Wir baben bier die Forderung, dafs einer der Freibeitsgrade 
bescbleunigt werden musse, um Stabilierung zu ermoglicben, analytiscb 
ans den Gleicbungen abgeleitet. Ein anderer Gesicbtspunkt macbt dièse 
in gewissem Grade ûberrascbende Folgerung verstândlicber, dafs nâm- 
licb durcb die Bescbleunigung des Kreiselrabmens die vom Kreisel au£ 
den Wagen ûbertragenen Momente verstârkt werden, die im Stande sind, 
den Wagen aufzuricbten. Das auf den Wagen wirkende aufricbtende 
Moment ist ja nur durcb das Glied Ndd'/dt in den Gleicbungen (5) 
gegeben. Wir fanden, dafs durcb alleinige Vergrôfserung des Eigen- 
impulses auf keinen Fall eine Abdâmpfung einmal eingeleiteter 
Scbwingungen môglicb ist, und mit Rûcksicbt auf die immer vor- 
bandene, wenn aucb geringe Reibung ûberbaupt keine Stabilierung er- 
zielt werden kann. Es ist nabeliegend, desbalb den anderen Faktor dd'/dt 
des Kreiselmomentes, sozusagen den Hebelarm der Kreiselwirkung, zu 
vergrôfsern, d. b. den Freibeitsgrad d" zu bescbleunigen. 

Die dem System bierbei zugefûbrte Energie findet eine doppelte 
Verwendung: Einmal ist zur Hebung des Scbwerpunktes in die auf- 
recbte Lage, nacb einer anfânglicben seitlicben Neigung des Wagens, 
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Energie erforderlîcli. Sodann wird bei jeder Schwingung potentielle 

Energie des Wagens in kinetisclie verwandelt und als solehe durcL. 

Reibung teilweise zerstôrt; sie mufs ersetzt werden, damit der Wagen 

wieder in die anfrechte Lage znructkebren kann. Andererseits ist aber 

wirkliclie D'âmpfung eines der beideii Freiheitsgrade erforderlich, um 

die durcb einen Anstofs dem Wagen erteilte kinetische Energie zu ver- 

nicbten. Daher die Notwendigkeit, den Freilieitsgrad ^ zu dilmpfen. 

Die Bewegung des Kreiselwagens liifst sich durcb Vergleich mit der 

Schwingung des aufrecbten Kreisels, d. b. der psendo-reguliiren Prâcession 

von kleinem Prâcessionskreis (vgl. pag. 342); anschaulicb bescbreiben.*) 

In beiden Freibeitsgraden ist die Gesamtbewegimg eine Ûberlagerang 

zweier ScKwingungen, wobei die Scbwingnng des Kreiselralimens etwa 

je um eine balbe Schwingungsdauer gegen die des Wagens verscboben 

ist, wie ans den Gleicbungen (5) bei kleiner Dampfimg folgt. Wie 

beim aufrecbten Kreisel werden wir die langsainere als Prâcession, die 

kûrzere als Nntation bezeicbnen; beide Schwingtmgskurven sind, wenn 

wir von der Dâmpfung abseben, in unserem Palle Ellipsen, deren Mittel- 

pnnkt auf der Vertikalen liegt, nnter den bcsondereii Verbiiltnissen des 

anfrechten Kreisels Kreise. Bei genugond grofscin Impuis berecbnen 

wir die kleine Frequenz der ersten ans ((>), indem wir die Potenzen o^ 

und x^ fortlassen, die grofse Frequenz der zweiten, indem wir die 

Potenz X und das absolute Glied rùclit beriicksichtigen. Pur die 

Dâmpfung der ersten ist nach der Vorzeichenfcstsetzving von id und F 

und nacb den Ungleicbungen (7) das positive Glied —Q,Hu)-^'-\~QHw^j 

fur die der zweiten das positive Glied jW maisgebend, wabrend bei 

Fortfall von W das Glied Jw =^—Ju\ ûbrig bleiben und den Dilmpfungs- 

faktor dieser rascben Schwingnngen negativ rnachen wiirde. 

Wir sehen also: Die Mafsnahme, den einen der l)eiden Freibeitsgrade 
zu bescbleunigen, reicbt nur aus, nm die Prîlcc'SHionsscbwingung abzu- 
dâmpfen, aber die Nutationsscbwingung wurde dadurch zeitlicb bestândig 
■anwacbsen und das System labil rnachen, wenn sie nicbt kûnstlicb ge- 
dâmpft oderdurcbdieScbienenreibung von selbst geniigendreduziertwird. 
In dem Patent von Brennan sind mehrere Vorrichtungen zur 
Bescbleunigung der Prâcession vorgesehon, die wir scbematisch durch 
das Glied —w^~jt in den Geicbungen (5) berûcksicbtigten. Die Er- 



*) Dieser Vergleicli wird allerdin^s dadurch orscliwert, dais tuiBere jetzigen 
Koordinaten t/j, .O* eine ganz andore Bedeutung wie die friihoren i/;, & haben. 
ip wird jetzfc wie pag. 905 definiort, um die horizontale, raumfosto Scbiene, \f um 
die im Wagen feste annâhemd horizontale Queraxe gemessen, dagegen wurde i/» 
frûlier um die raumfeste Yertikale, %' um die beweglicho, genau horizontale 
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scheinung, die diesen Anordnungen zu Grrunde liegt, ist aus den ein- 
faclisteii Kreiselversuclien bekannt, nâmlich dafs ein auf die Spitze 
gestellter Kreisel, der also eine langsame Prâcession beschreibt^ rasch 
zu rollen beginnt^ wenn sein SchwungriDg die Unterlage beriilirt. 
Âbnlicb. wird der Kreisel der Einschienenbahii an seitlichen Backen, 
die sich gegen seinen Schwungring anlegen^ abrollen konnen. Die Vor- 
riclitung ist nun so getroffen, dafs mit der Richtiing, nacb der der 
Wagen seitlich. geneigt ist, aucli die Seite wecliselt, auf der sicb die 
erwâbnten Backen anlegen, d. h. dafs sicb mit dem Vorzeichen Yon -^ 
aucli die Richtung des Abrollens umkebrt. Nun ist aber nacb. den 
Gleichungen (3) (bei denen nocb von der nicbt betr'âclitliclien Dâmpfung ab- 
geseben ist) die Neigung ip gleicbpbasig mit der Sctwingungsriclitung d^/dt. 
Daber wird das Abrollen bei geeigneter Yorzeiebenbestimmung immer 
den Sinn der Kreiselrabmenscbwingung annebmen, also dièse bescbleunigen 
konnen. Die Beschleunigungsenergie wird bier direkt dem Scbwung- 
rad, indirekt dem Antriebsmotor entnommen. In der Praxis ist es 
naturlicb Yorteilbafter^ wie es auch bei Brennan vorgeselien ist, nicbt 
das Scbwungrad selbst, sondern eine damit geeignet verbundene Rolle 
zu verwenden. Man dûrfte aucb leicbt andere Vorricbtungen zur Be- 
scbleunigung der Rahmenscbwingung konstruieren konnen, z. B. eine der 
Anscbûtz'sclien Dâmpfungsvorricbtung (ygl. pag. 861) âhnlicbe Anordnung. 

Die bier besprocbene aufrecbte Kreiselanordnung ist nicbt die in 
dem ursprûnglicben Patent von Brennan gewâhlte; die Pigurenaxe 
soE dort nictt in der Yertikalebene, sondern in der Horizontalebene 
scbwingen, wobei sie in der Mittellage quer zum Wagen liegen mufs. 
Ibre Gleicb.gewicb.tslage ist alsdann eine indifférente, sie mûfste 
nacb den allgemeinen Prinzipien erst kûnstlicb, etwa durcb. Feder- 
oder Gewichtsbelastung, labil gemacbt werden. Ferner wird in 
diesem Fall an einer Wendung offenbar eine Verlagerung des Im- 
pulses erforderlicb, es werden daber Momente auf den Wagen tiber- 
tragen, die starke Scb.wingungen veranlassen konnen, wâbrend bei 
vertikaler Stellung eine Kurve den Kreisel niclit direkt beeinflufst. 
Bei der borizontalen Anordnung werden dater zwei Kreisel mit ent- 
gegengesetztem Umlaufssinn vorgeseben, deren Rabmen zwanglâufig 
gekoppelt sind, so dafs sicb. die scb'âdlicben Kreiselwirkungen aufbeben, 
âbnlicb wie es Herr Skutscb beim Scbiffskreisel vorgescblagen bat. 
Sonst sind prinzipiell die beiden Anordnungen nicbt voneinander ver- 
scbieden. 

Die bisterigen Ûberlegungen ûbertragen sicb in sinngemâfser 
Weise auf den Fall, dafs der Wagen an einer Kurve nicM nur von der 
Scbwerkraft, sondern aucb von der Centrifugalkraft beeinflufst ist. 



Q^cj IX. Teclinisclie Anwendungen. 

Seine Gleichgewiclitslage ist dann naturlich wie beim Zweiscliienenwageû 
durch die Bedingung des Gleichgewichts zwisclien Scliweremoment und 
Moment der Centrifugalkraft bestimmt. 

Dièse Grleicligewiclitslage ist nach innen geneigt, der Kreiselwagen 
steilt sich in dem Mafse, als ein stationarer Zustand bei einer langeren 
Kurve angenâhert wird, in die richtige Neigung ein, gerade so, wie es 
:bei der Zweischienenbahn durcb die Ûberbohung der aufseren Scbiene 
kûnstlicb bewirkt wird. Dafs ûberbaupt ein stationilrer Zustand er- 
reicht wird, rûhrt natûrlicb von der Kreiselstabilierimg her, dnrclx die 
die jetzige geneigte Gleichgewichtslage genau so gesicbert wird, wie 
die aufrecbte auf gerader Strecke. Die theoretische Behaudlinig der 
Einstellung wûrde ûberbaupt von der bisberigen nur durcb die Be- 
ziebung der Gleicbungen auf die neue Gleicbgewicbtslagô statt auf die 
Mittellage x^ == abweicben. Allerdings^ wird dièse Einstellung zu- 
nâcbst mit einem tJberneigen nacb deux ÂufBeren der Kurve beginnen, 
wefcbes ans der prim'âren Einwirkung der Zc^ntrifugalkraft entspringt. 
Dièses wird aber sofort durcb die Kreiselwirkung rûckgiingig gemacbt 
unâ, mittels gedâmpfter Oscilbitionen, in ein srblietsllcbes tJberneigen 
nach der inneren Seite verwandelt. Wenu die tlbergangsbogen der 
Schienen bis zum Erreicben der stilrkBtôu Kriantnung genilgend lang 
sind, so wird der Zustand des WageiiB bestandig als ein bmgsam ver- 
ânderlicher Gleicbgewicbtszustand aufzufassen sein. 

Von Augenzeugen der Bcrliner Probefîibrteu wird uns in der That 
dièse Erscbeinung der unmittelbaren Selbsteinstellung bestiltigt; ebenso 
aucb, dafs im Falle einer einseitigen BelaBtnng, die ja illmlicb wie die 
Centrifugalkraft wirkt, der Wagen sicb filr <laB Auge Hofort auf die 
entgegengesetzte Seite neigte und inn Qleicbgewicbt netzte, also in die j 

Lage, in der der nunmebr verlagerte Scbwcvrpunkt ihs gaazen Systems 1 

genau oberhalb der Schiene liegt. Aucb Ixwt ist natilrlich die prim'âre 1 

Wirkung der Belastung ein unmerklicb kknnes Nacbgeben, dem aber ^ 

sofort die aufricbtenden Kreiselwirkungen folgen, die die neue Gleich- 1 

gewicbtslage stabilieren. | 

Scbâdlicber fur die Betriebssicherbeit dtirfteu kurz andauerude^ 1 

starke Stôrungen, Impulse, sein, die bei der Fahrt auf den Wagen \ 

ûbertragen werden. Sei etwa L die GrolBô eines solcben Impuis- t 

momentes um die Scbiene, dio im Mittel dem KouHtrukteur bekannt 
sein wird. Der Ausscblag, mit dem der Wagen auf (une solcbe 
Storung reagieren wird, ist ans einer einfacben Oberlegung zu ent- 
nebmen. Siebt man von der VorwartHl)Cwegong ab, so bat (bei der 
ersten Anordnung) der Eigeniinpuls des KreiselwageuB die vertikal auf- 
erericbtete Grôfse K Addien^n wîr vf»kf.(iri<»n dmi storenden Zusatz- 
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impuis L hinzu, so wird die resultierende Impulsaxe in der Mittelebene 
im Sinne des Winkels %" geneigt um den Betrag: 

(8) tg^x = §^- 

Die nua resultierende Bewegung konnten wir ausfûlirlich so be- 
handeln, wie wir ganz âhnlich beim Scliiffskreisel die Reclinung fur 
die durcb. einen Anstofs erregte Schiffsbewegung durclifûbrten (pag. 802). 
Wir kônnen das Résultat aber aucli einfacli geometrisch ûberselien. 
Die Bewegung des Kreisels bezeicbneten wir nâmlicli schon oben 
(pag. 910) als tJberlagerung einer Prâcession und einer ÎSTutation. 
ISTach den frûheren ausfûlirliclien Diskussionen der pseudoregulâren 
Prâcession ergibt sicli jetzt die halbe Offnung des Nutationskegels^ 
d. b. der Nutationsaussclilag, direkt als der Winkel zwischen der an- 
fânglichen Lage der Figurenaxe, die Tertikal stand^ und der Impulsaxe, 
also als der Winkel %"£- Allerdings bezeichnet dieser Winkel, da der 
Nutationskegel ein eUiptiscHer ist, zunâchst nur dessen grofse Axe, die 
in der Koordinate %" gemessen wird. Die Mittelaxe des Nutationskegels, 
nâmlicb die Impulsaxe, giebt dabei gleichzeitig den Prâcessionsausschlag, 
der also, in der 'O'-Koordinate gemessen, ebenfalls d^j, betrâgt. Die voile 
Abweictung des Kreiselrahmens Yon der Vertikalen, die sich im Maximum 
ans dem Prâcessionsausschlag und dem Nutationsausscblag addiert, wird 
also fur den Ralimen iLÔchstens 2'^x betragen. Wie beim Scbiffskreisel 
wird nun der gesamte Ausschlag des Kreiselrahmens wieder begrenzt 
sein mussen, etwa 45^, also tg 2^l den Wert 1 nicht ûbersteigen 
dûrfen. Um Sidierkeit zu liaben, mufs man daber verlangen, dafs 

N>2L 
sei, wobei wir noch in (8) %'l statt ig%'L gesetzt liaben. 

Um nun aucb den resultierenden Ausscblag des Wagens abzuscbâtzen, 
bescbrânken wir uns aaf den Fall gleicher „Frequenz" der beiden Frei- 
teitsgrade, also die Annabime: 

QJB[__gh 
J '^ j ' 
Dann folgt aber aus den Gleichungen (3 a) unmittelbar durcli Division 
fur das Verhâltnis von Kreisel- und Wagenausscblag: 

M\2 _i_ 

\a) - J ^ 
also wird die Amplitude der Wagenschwingung nach (8), unter Be- 
rûcksicbtigung, dafs sie klein sein soU: 

fur die Prâcession und im Ganzen kôclistens 2iI^l. 
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Die Ûberlegung môge als eine tibersclilâgliclie Abscliiitzuïig der 
erforderlichen Konstruktionsgrôfsen betrachtet werden^ wenn die grôfsten 
in Beiraclit kommenden storenden Impulse L und die grôfsten znlâssigen. ' 
Ausschlâge 2^l bekannt sind. 

Ancb dièse Betrachtung ist ûbrigens unabbilngig davoti, ob es sich 
um die erste oder zweite der erwâlmten Anordnungen bandelt. Welche 
Formen und Dimensionen sicb im Speziellen als gûnstig erweisen 
werden wird erst die Zukunft der Einscbienenbahn lehren. 

B. N"atitisclie Anwendungen. 

Im Folgenden stellen wir einige Pragen der Scliiffahrt zusammen, 

die mit der Kreiseltheorie in Znsammeuhaiig stehen. Die unter 4. be- 

sprocbenen Wirkungen lehren kaum etwas Neues; es bandelt sicb nur 

darum, einige uns scbon von den Eisenbahuen ber bekannte VerMlt- 

nisse auf den Raddampfer zu ûbertragen. Grofseres Interesse dîirfte 

die unter 5. bebandelte Beansprucbung der Lager bei einem Turbinen- 

schiff haben. Der gyroskopiscbe Horizont, Nr. G, ist eine Vorrichtung, 

welche âbnliche Zwecke verfolgt wie der Kreiselkompafs in § 8^ aber 

mit wesentlicb bescbeideneren Mitteln und entsprecbend geringerem 

Erfolge. 

4. Raddampfer. 

Wenn das Steuer ausgelegt wird, z. B. nach Steuerbord^ d. h. zur 
Recbten der Fahrtrichtung, so bescbreibt das Scbiff eine Kurve, deren 
Kriimmungsmittelpnnkt rechts liegt. Die Liingsrichtung des Scbiffes 
fâRt dabei nicbt genau mit der Ricbtung der Schwerpunktsbahn zu- 
sammen, ist vielmehr um den sog. Derivationswinkel nach der Seite 
des Krûmmungsmittelpunktes hin verdreht. Die Grôfse dièses Winkels 
betrâgt im Mittel fur verschiedene Schiâstypen und Geschwindigkeiten 
à = lœ. 

Die Krâfte, die auf das Schiff wirken, sind folgende: 

1. der Wasserwiderstand, welcher bei gerader Fahrt liingsschiffs 
wirkt, aber beim Steuern gegen die Langsaxe geneigt ist^ 

2. der Ruderdruck, senkrecht gegen die Flachc des Steuerruders 
wirkend ; 

3. der Râderdruck, herrûhrend von der ïriebkraft der Maschinen, 
lângsschiffs wirkend; 

4. die Kreiselwirkung der Râder. Die Axe dièses Momentes steht 
auf der Radaxe und der Vertikalen senkrecht^ filllt also in die Langs- 
axe des Schiffes; und zwar wirkt es, in der Fahrtrichtung gesehen, 
dem ïïhrzeigersinne entgegen. Die Grofse der Kreiselwirkung betrâgt 
in den mehrfach benutzten Bezeichnungen Nd^j/cU « mv^r/Bj wobeiiî 
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den Erûmmiingsradius der Scliwerpunktsbaliii und m die reduzierte 
Masse der beiden Râder und der mit ilmen umlaufenden Maschinenteile 
bedeutet, und zwar reduziert auf denjenigen Abstand r von der Dreb- 
axe^ in dem die Umdrebungsgescbwindigkeit des Radsatzes gerade gleicb 
der Falirtgeschwindigkeit v wird. 

Der Vorgang beim Steuern ist der, dafs zunâcbst das Moment des 
Steuerdruckes das Schiff um die Vertikale zu dreben beginnt im Sinne 
des Derivationswinkels â. Da jetzt die Fabrtricbtung nicbt mebr mit 
der L'àngsricbtung des ScbijBfes zusammenfâllt, bekommt aucb der 
Wasserwiderstand ein Moment um die Vertikale. Der définitive Wert 
des Winkels â ist dann erreicbt, wenn das Moment des Wasserwider- 
standes, das das Scbiff wegen seiner stabilen Bauart in die Fabrtricbtung 
zurûckzulenken sucht, dem Momente des Steuerdruckes entgegengesetzt 
gleicb ist. Zugleicb beben sicb jetzt der Wasserwiderstand und der 
Râderdruck nicbt mebr vollstândig auf, sondern es bleibt eine senkrecbt 
zur Fabrt gericbtete Komponente ûbrig, die eben die seitlicbe Be- 
scbleunigung zur Folge bat. Deren Grôfse mufs der Centrifugalkraft 
entgegengesetzt gleicb sein, die der Krûmmung der Fabrtlinie entspricbt, 
sie ist also 

^^ B ' 

wenn M die Gesamtmasse des Scbiffes bezeicbnet. Ibr Angriffspunkt 
liegt etwa in der Mitte des Tiefgangs und angenâbert aucb in der 
Mitte der Scbiffslânge. In geringerem Grade trâgt zu ibr ûbrigens 
aucb der Steuerdruck bei, den wir uns, nacb Abspalten seines Dreb- 
momentes um die Vertikale, etwa im nâmlicben Punkt angreifend 
denken kônnen, der aber vom Krûmmungsmittelpunkt fortgericbtet ist. 
Die senkrecbt zur Fabrt gericbtete Komponente des Steuerdruckes 
denken wir uns in W mit eingerecbnet. Bekanntlicb legt sicb beim 
Steuern das Scbiff etwas nacb der Seite ûber, es Jcràngt, wie der tecb- 
niscbe Ausdruck lautet, und zwar bei der weitaus grofsten Anzabl von 
Scbiffstypen vom Krûmmungsmittelpunkte nacb aufsen bin. Fur das 
Krângen des Scbiffes kommt die Querscbiffskomponente unserer Kraft W, 
W cos d, in Betracbt. 

Der Scbwerpunkt des Scbiffes liegt im Allgemeinen bober als der 
Angriffspunkt der genannten Kraft. Wenn der Hôbenunterscbied l 
betrâgt, bat letztere daber ein Moment IW cos d um den Scbwerpunkt, 
das das Scbiff nacb aufsen neigt. Der bei stationârem Zustand resul- 
tierende Krângungswinkel a bestimmt sicb nun daraus, dafs dièses 
Moment, verstârkt nocb durcb das Moment der Kreiselwirkung, dem 
aufricbtenden Scbweremoment Mgha das Gleicbgewicbt bâlt, wo h die 
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inetacentrische Hôlie bedeutet. Dièse Gleichung lautet ausfiilirliclier 

gesc ne en. ^^^ ^ ^^^ $ + mv"- ^j ^ 3£(/ha. 

Hieraus bestimmt sich der Krangungswinkel a zii 

(9) ^=-^;^^r^^+lfTJ- 

Die Formel ist analog gebaut zu der Gl. (2) dièses Paragraphen. 
Bas entgegengesetzte Vorzeicben des zweiten. Terms der Klammer^ 
welcher den verMtnismafsigen Einiaufs der Kreiselwirkimg darstellt^ 
rûbrt dater, dafs wegen der annilhernd aufrecliten Lage des Scbiffes 
die Kreiselwirkung denselben Sinn hat, wie das Moment der Ceutri- 
fugalkraft, wâhrend bei dem herabh'ângendeîi Wagen der Sclwebebabii 
die entsprechendeE Momente von entgegengesetzteni Sinn waren. Hier 
wie dort zeigt sicb, dafs der Eintlufs der Kreisclwirkutig gering ist^ 
nacb Gri. (9) namentlicb desbalb, weil die redxxzierte Masse m der Râder 
sebr klein ist gegen die Gesamtmasse M des Schiftbs. 

Andererseits bat man oft eine glhustige Einwirkung der Kreisel- 
wirkung anf die Stabilitat der Raddampfer gegen E()lll)ewegimgen yer- 
mutet, eine Einwirkung, die ganz analog sein wiirde zvi der ebenfaUs. 
bypotbetiscben, unter Nr. 2 betracliteten vennehrteu Ktabilitjlt des Bebr- 
schen Einschienenwagens, und deren tbeoretivscbo Begriindimg derselben 
Schwierigkeit begegnen wtlrde wie dort, nilmlich der starken Behinderung 
der ÂusdrebLung von Scbiff bezw. Wagen um die Vertikale durcb den 
Wasserwiderstand bezw. die Schieneureil)ung. Immerbin kann dièse- 
mntmafslicbe selbsttatige Stabiliernng des Raddampfers insofern ein 
gewisses historiscbes Interesse beansprucben, als BÎe auch. von Scblick 
angefuhrt*) wird und fur ibn geradezu der Ausgang fur seine Kon- 
struktion des Scbiffskreisels gewesen zu sein Bcheint. 

5. Turbinendampfer. 

Der neueste Typus des Ozeanfabrers, der Turbinendampfer, bringt 
Ereiselwirkungen von viel starkerem Grade mit sicli wi(^ der Raddampfer. 
Namentlicb sind es die grofsen tJmlaufsgescbwindigkeiten der Dampf- 
turbine, gegenûber den mâfsigen des RadsatzeB, welclie die Kreisel- 
wirkung verstârken. Da die Turbinenwelle langsschiffH gestellt ist, 
um direkt mit der Scbiffsschraube gekoppelt werden zu konnen, so ist 
ûberdies die Axe der Kreiselwirkung um i)0^ g^^g^'n ihre Lage beim 
Raddampfer gedreht. Eine Rollbewegung des Schiffes (Drelmng um 

*) Vgl. seinen pag. 808 zitierten Vortrag in der Sclaiff bautecbnischen Gesell- 
Bchaffc, pag. 121 f. 
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die Lângsaxe) ruft keine Kreiselwirkung hervor. Eine Stampf bewegung 
(DrehuBg um die Queraxe) bewirkt ein Kreiselmoment um die Vertikale. 
Beim Manoverieren des Schiffes (Drehung um die Vertikale) tritt eine 
Kreiselwirkung um die Querschiffsaxe auf. 

Man hat vielfach in den Anfângen des Turbinenschiffbaues die 
Befûrclitung gehabt, dafs ein Turbinenschiff schwerer zu steuern sein 
mocbite, wie ein Scliraubendampfer. Die Entwicklung der Dinge liât 
dieser Befûrclitnng niclit reclit gegeben. Wir wollen sie theoretiscli 
prufen. Die unmittelbare Polge des Steuerns (Drehwinkel ^), welciies 
durch ein Drehmoment V um die Vertikale eingeleitet sein môge, ist 
eine Kreiselwirkung K = N-j- um die QuerscMffsaxe^ wo jetzt N den 
Impuis der Turbinen (Winkelgeschwindigkeit mal Trâgheitsmoment des 
ganzen umlaufenden Massensystems) bedeutet. Dièses wirkt auf ein 
Stampfen des Schiffes (Drehwinkel ê-) hin. Letzteres ruft eine Kreisel- 
wirkung £' um die Vertikale wach. von der Grofse N-rr, welches dem 
Moment Y des Steuerdrucks entgegenwirkt. Die Drehgeschwindigkeit 
des Stampfens dxfjdt ist aber aus zwei Grûnden klein-^ einmal wegen 
des gewaltigen Trâgheitsmomentes des Schiffes, das hier mit seinem 
maximalen Wert eintritt^ sodann wegen der Wasserwiderstânde, welclie 
das Stampfen einsclirânken. Nur in dem Mafse^ wie das Scliiff nm 
die Queraxe frei beweglich ist, kann die Gegenwirkung gegen das 
Steuern (auch eine Art Stabilierung gegen âufsere Krâfte) auftreten. 
Bei Behinderung des Stampfens dagegen liaben wir wieder einen 
Kreisel von nur zwei Freiheitsgraden ohne eigentliclie Widerstands- 
fâhigkeit. tJbrigens kommt dièse ganze Prage nur in Betraclit, wenn 
es sicli um eine unsymmetrische Anordnung mit nur einer Turbinen- 
welle handelt. 

Ernstlich erwogen wird heutzutage woM nur die von den Kreisel- 
wirkuDgen herrulirende Beanspruchung der Lager*); dièse ist uns von 
sacliverst'ândiger Seite als môgliclie Ursaclie fur thatsâcKlicb. vor-. 
gekommene TJnf'âUe von Turbinen-Torpedobooten genannt. Wir setzen 
dabei voraus eine merklich feste WeEe des Turbinenkôrpers (entsprecliend 
der fur den Schiffbau liaupts'âclilich in Betracht kommenden Parsons- 
oder Curtis -Turbine), niclit eine schwanke Welle (vgl. den vorlier- 
gehenden Paragraphen ûber die Laval-Turbine), bei der statt der 
voUigen Ablenkung des Drehimpulses im Wesentlichen eine Verbiegung 
der WeUe auftreten wird, die im AUgemeinen mit geringerer Lager- 
beanspruckung verbunden ist. TJbrigens nmg auct bei einer merklicb. 
festen WeUe ein geringer Teil der Kreiselwirkung durck elastische Ver- 

*) A. Stodola, Die DampftTirbinen, Nr. 104. 
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biegung derselben vermieden werden^ so dafs nicM die ganze hier zu 
bereclinende Beansprucbung auf das Lager kommt. 

Die ganze Kreiselwirkung ist ein Krâftepaar N~^^, dessea beide 

Einzelkrâfte auf die beiden Endlager der Turbinenwelle in entgegen- 
gesetzten Riclitungen wirken, und zwar in vertikaler oder horizontaler 
RicMung^ je nachdem es sich um den Vorgang des Steuerns oder 
Stampfens bandelt. 

Wir nelimen sogleicb. ein Zahlenbeispiel*): Die Turbine mâche 
250 Umlâufe pro Minute, entsprechend der Winkelgeschwindigkeit 
03 = 27C • 250/60. Der mittlere Durchmesser der Laufrader sei 2,86 m. 
Das auf diesen Durchmesser reduzierte Gewicht der rotierenden Teile 
betrâgt etwa 18000 kg, die Entfernung der Lager 5,55 m. 

Als Trâgheitsmoment erhâlt man: 

/== 18000 • 1,43^ kg (Masse) m^ 
= 1800 • 1,43^ kg (Gewicht) m sec^ 
= 3600 kg (Gewicht) m sec^ 
und als Eigenimpuls: 

iV==J"œ = 2^~.3600 

60 

^2%' 15000 kg (Gewicht) m sec. 

Bei einer Geschwindigkeit der Steuer- oder Stampfbewegnng von 10^ 
pro sec = -g sec"" ^ wird also die Kreiselwirkung 

^ •T.y'Jt 50000 1 

11 = JY^g -= ^ kg m. 

Dièses Moment verteilt sich mit dem Hebelarm 5,55 m auf die beiden 
Lager. Auf jedes Lager kommt also die Belastung 

Von der Dauerbelastung durch das Gewicht der Turbine (grofser als 
die Hâlfte von 18000 kg) ist dies nur ein kleiner Bruchteil. Unsere 
Berechnung lâfst also die Gefahr einer solchen zusiitzlichen Lager- 
beanspruchung durch Kreiselwirkungen nicht gerade als erheblich er- 
scheinen. 



*) Dasselbe entpricht einer grôfseren Scbiffsturbine , System Ourtis von 
4000 PS des Dampfexs „Creole", vgl. Engineering, 1906, pag. 696. 
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6. Ber gyroskopische Horîzont. 

Die Aufgabe der geograpliisclien Ortsbestimmung, nâmlich. die 
Messung des Hôhenwinkels eines Sterns, setzt die Festlegung der 
Horizontalebene voraus. Wâhrend dièse zu Lande durch Wasserwage 
oder Quecksilberniveau bestimmt werden kann, bleibt auf dem schwan- 
kenden Schiff zunâchst nur die Beobacbtung des natûrlicheû Horizontes 
ûbrig. Dièse aber wird bei Nebel oder stûrmischer See unmôglich. 
Es ergiebt sich also das Problem*), statt des natûrliclien einen stets 
beobach-tbaren kûnstlicben Horizont lierzustellen. 

Kapitân Fleuriais**) benutzt zu diesem Zweck einen Kreisel 
folgender Banart: kupferner Ring (175 gr scbwer) mit glockenartiger 
Fortsetzung nacb nnten; die kurze Figurenaxe in einen Zapfen endigend, 
der auf einer Pfanne ruht; Scbwerpnnkt ca. 1 mm unter dem Stûtz- 
punkt; Antrieb pneumatiscb (der elektrische Ântrieb war damais noch 
nicht ausgebildet); Umdrebungszalil pro Sekunde etwa 80 zu Anfang^ 
50 zu Ende einer Beobaclitung; der Antrieb wirkt nicht kontinuierlich, 
sondern nur Yor Beginn der Beobacbtung, die Verminderung der 
Umdrebungszabl kommt wesentlicb auf den Luftwiderstand, so dafs 
man aucb versuebt bat^ den Apparat im luftverdûnnten Raum laufen 
zu lassen. Auf der oberen. ebenen Flâcbe des Kupferringes sind an 
den beiden Enden eines Durcbmessers zwei plankonvexe Linsen L, L' 
so angebracht, dafs die eine die plane Flâche der anderen im Be- 
obacbtungsfernrobr abbildet. Jede Linse trâgt auf ibrer planen Flâche 
einen Strich, welcber senkrecht gegen die Figurenaxe des Scbwung- 
ringes, also bei aufrecbter Lage derselben horizontal, verlâuft 
Ist der Kreisel in Rotation, so empfângt der Beobachter am Fern- 
rohr wâhrend jeder Umdrehung zwei Eindrûcke, abwechselnd von 
dem Strich der Linse L und L' und entworfen von der Linse L' 
und L, die bei grofser Umdrehungszahl zu einem Bilde verschmelzen. 
Dièses Bild ist ein horizontaler Strich, wenn die Figurenaxe vertikal 
steht, und stellt direkt die Spur der Horizontalebene dar. In Wirk- 
lichkeit steht die Figurenaxe auf dem schwankenden Schiff nicht 
vertikal, sondern beschreibt langsam unter dem Einflufs der Schwere 
einen Prâcessionskegel von vertikaler Axe, bei den Dimensionen 
des Apparats etwa in Vj^ Minuten. Die kurzen Nutationen, die sich 



*) Dahin zielende Versuclie sind schon vor anderthalb Jahrliunderten gemacht, 
vgl. S ers on, Philosoph. Transactions, London 1762, und The Gentleman's Maga- 
zine 1754. 

**) Fleuriais, Bulletin astron. 3, 1886, pag. 579; De Jonquières Comptes 
Eendus, t. 104, Paris 1887; Baule, Eevue maritime 1890. 
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der regelmâfsigeiL Prâcession ûbeiiagern, kommen fur die Beobachtung 
im Ferûrohr nicht in BetracM; auch die Beschleunigungsdrucke wegen 
der Scliiffsscliwankïingen, die von viel kleinerer Période sind wie die 
Prâcessionsdauer des Kreisels^ werden sich zum grôlsten Teil von selbst 
heransmittehi. Der Beobachter bekommt also wesentlicb denselben Ein- 
druck wie bei einer genauen Prâcession, d. h. es erscheint ein borizon- 
taler Stricb im Gesicbtsfelde, wenn sicb die Figurenaxe gerade in der 
durcb die Fernrobraxe gelegten Vertikalebene befindet, und zwar ab- 
wecbselnd ein borizontaler Stricb in der oberen oder unteren Hâlfte 
des Gresicbtsfeldes bei den aufeinanderfolgenden beiden Durcbgângen 
der Figurenaxe durcb dièse Vertikalebene. Aber auch bei allen 
Zwiscbenlagen der Figurenaxe entstebt ein Bild des Stricbes (bezw. 
bei jeder Umdrebung zwei miteinander verscbmelzeiide Bilder); dièses 
Bild ist jedocb jetzt entsprecbend der jeweiligen SteUung der Figuren- 
axe gegen die Horizontale geneigt. Der Cfbergang von der oberen zur 
unteren borizontalen Lage des Stricbs wird also durcb successive ver- 
ânderlicbe und geneigte Lagen des Stricbs bewerkstelligt. Der Be- 
obacbter bat nun wesentlicb auf die beiden borizontalen Lagen zu 
acbten; indem er ibre Mittellinie konstruiert, findet er die Spur der 
durcb den Augenpunkt gebenden Horizontalebene. Dièse Halbierungs- 
linie ist der gesucbte gyroslzopische Horizont 

Bei der wirklicben Beobacbtung mittelt nian besser nicbt zwiscben 
zwei, sondern zwiscben drei aufeinanderfolgenden borizontalen Lagen 
des Stricbs, weil sicb die Figurenaxe wegen der Reibung in der Pfanne 
und wegen des Luftwiderstandes langsam aufricbtet. Zur Bestimmung 
des Hobenwinkels ist mit dem Fernrohr ein Sextant verbunden. Dessen 
Spiegel sind so einzustellen, dafs sicb das Bild des Stems im Pernrobr 
genau mit der festgestellten Lage des gyroskopischen Horizontes deckt; 
der Hôbenwinkel kann dann als doppelter Drebwinkel des einen Spiegels 
direkt abgelesen werden. 

Was man gegen dièse sinnreicbe Konstruktion einwenden kann, 
scbeint allein ibre scbwierige Handbabung zu sein. Ein geûbter 
Beobacbter erzielt Genauigkeiten von wenigen Minuten; docb gebort 
monatelange Ûbung dazu. Wir batten selbst Gelegenheit, auf der 
Kieler Sternwarte eine Messung mit dem gyroskopischen Horizont zu 
macben, und kônnen die Scbwierigkeit seiner Handbabung fur den XJn- 
geûbten bestâtigen. In der franzôsischen Marine wird der Apparat in 
vielen Exemplaren gebraucbt; auch soU die russiscbe Flotte beim 
russiscb-japaniscben Krieg damit ausgerûstet gewesen sein. 
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7. Bemerkungen znr Âeronautik. 

îSTaturgemâfs ist auch die Rolle der Kreiselwirkungeu bei Luft- 
falirzeiigerL in letzter Zeit viel diskutiert worden.*) Wir denken zu- 
n'âchst au die direkten Wirkungen der Luftschraxibe bei einem Motor- 
flugapparat. Es handelt sicb dabei um die nâmliclien Einflûsse wie 
bei dem Turbinendampfer nnd, abgeseben Yon der Richtung; auck bei 
dem Raddampfer oder den Eisenbabnen; nur sind die Wirkungen bei 
den verhâltnismâfsig leicbtgebauten Aeroplanen viel betrâcbtlicherj weil 
die umlaufenden Massen einen viel gi'ôfseren Brucbteil der Gresamt- 
masse des Systems ausmacben wie dort. Ein seitlicbes Steuern des 
Plugapparats wird danacb von einem Anfkippen begleitet sein und ein 
Aufricbten oder Senken der Lângsaxe von seitlicben Ablenkungen. 
Dièse Ersclieinung wird^ wie wir hôren und wie nicbt anders zu er- 
warten ist, tbatsâcblicb beobacbtet. 

Solche Wirkungen werden einerseits als unerwtinscbt angeseben 
werden, da sie die leicbte Steuerfâhigkeit des Luftscbiffes beeintrâcb- 
tigen (und zwar bier in ganz anderer Grôfsenordnung wie beim 
Turbin endamp fer, vgl. Nr. 5); andererseits werden sie als ein sebr er- 
wûnscbter Beitrag zur Stabilitât des Flugapparates angesprocben werden 
kônnen. Grebt man nâmlicb der Verkettung dieser auf senkrecbte und 
seitlicbe Ablenkungen wirkenden Momente wie im § 1 IV nach, so 
tiberzeugt man sicb leicbt, dafs aucb bier die Ricbtung der PropeUeraxe 
gegen jede Art ausdrebender Momente von dazu senkrecbter Drebaxe 
bei binreichend scbneller Rotation beliebig stark stabiliert wird. Ob 
biemach die gûnstigen oder ungûnstigen Kreiselwirkungeu der Scbraube 
ûberwiegen, wird je nacb der Bauart des Apparates von Fall zu Fall 
jzu entscheiden sein. Die Grebrûder Wright scbeinen die ungûnstigen 
Wirkungen als vorberrscbend zu befurcbten, indem sie ein Paar von 
entgegengesetzt arbeitenden Scbrauben verwenden. 

Andererseits ist aucb die Môglicbkeit einer besonderen Kreisel- 
stabilierung * von Luftfabrzeugen bereits in Angriff genommen. Da die 
Aviatik ganz wesentlich mij; Stabilitâtsscbwierigkeiten zu kàmpfen bat, 
so wird man solcben Kreiselkonstruktionen eine wirkliche Bedeutung 
nicbt absprecben kônnen. Man wird aucb bier, âbnlicb wie beim 
Torpédo, ein Prinzip der direkten and der indirekten Stabilierung 
unterscheiden kônnen. Wir verweisen namentlicb auf eine Note von 



*) Vgl. z. B. die Aufsâtze von L. Prandtl: „Einîge fiir die Flugteciinik wichtige 
Beziehungen aus der Meclianik" in der Ztschi. f. Flugteclinik n. Motorluftschiffabrt, 
Jahrg. I, Heft 1—7, 1910. 

Klein-Sommerfeld, Kreiselbewegung. 69 
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Carpentier*), die ein von Regnard erbautes Modell erlautert. Hier 
kommt das indirekte Prinzip in Betraclat (vgl. Whitehead- Torpédo, 
§ 3): Der Kreisel bethâtigt, indem er die Scliwankungen des Pliegera 
nicht mitmaclit, einen elektrisclien Kontakt, der zur Auslegung yon 
Gegensteuern Anlafs giebt. Ob das direkte Prinzip des fest oder, wie 
bei Scblick, schwingend eingebauten Kreisels sclion versucbsweise- 
Verwenduîig gefunden hat, ist uns niclit bekannt. 

C. Ballistik. 

Unter allen Pragen der irdischen Mechanik ist das Problem der 
Ballistik yielleicht am frûhesten**) den Metboden der dynamiscben Be- 
bandlung nnterzogen worden. Scbon d'Alembert nnd Euler baben 
sicb an der ballistiscben Kurve versucht. Das ballistiscbe Rotations- 
problein wurde z. B. von Poisson theoretiscb. imd von Ma g nu s ex- 
perimentell angegriffen. Aucb beutzutage denken wir bei dem ,,frei 
beweglichen starren Kôrper der Dynaniik" unwillkûrlich in erster Linie 
an das in der Luft scbwebende Gescbofs, in dessen Massenmittelpunkte 
die Sch.were angreift. Wie weit wir uns dabei von der Wirklichkeit, 
entfernen, wenn wir nicbt zugleich. den Luftwiderstand beriicksicbtigen^ 
wurde gelegentlicb pag. 533 veranscbaulicbt. Die Prage nun, wie dièse- 
fur die âufsere Ballistik mafsgebende Grofse theoretiscb zu fassen wâre,, 
liegt nicbt eigentlich im Grebiete der Dynamik des starren Korpers, 
sondem in demjenigen der Hydrodynamik der kompressiblen Plussig- 
keit, oder ricbtiger in einer eigenartigen Verkoppelung beider Gebiete. 
Dies wollen wir zunâcbst in N"r. 8 ausfûhren. Da indessen wohl nocb 
fur lange Zeit an eine eigentlicbe Losung dièses idealen ballistiscben 
Problems wegen seiner aufserordentlicben mathematischen Scbwierig- 
keiten kaiam gedacbt werden kann, ist man auf eine schatzungsweise 
und empiriscbe Betracbtung der verscbiedenen Einflûsse des umgebenden 
Luftmittels angewiesen. Wie sie mit der Dynamik des starren Korpera 
zu kombinieren sind^ wird in Nr. 9 angedeutet unter besonderer Hervor- 
hebung der mutmafslichen RoUe der Kreiselwirkungen. 

Nacb dem Gesagten ist klar, dafs die Schwierigkeit des ballistiscben 
Problems nicbt auf Seiten der Dynamik; sonderii der Hydrodynamik 
liegt. Man darf vielleicbt boffen, dafs die Luftscbiffabrt, die im Be- 
griffe ist, die bydrodynamischen Pragen neu zu belebeU; aucb der 
BaUistik zu gute kommen wird. 



*) Comptes Rendus, t. 160, pag. 829, Mârz 1910. 

**) ReicMiciie Litteratumachweise bei C. Cran z, Encykl d. matb. Wiss. Bd.IY^ 
Art. 18, oder Lehrbnch der Ballistik, Leipzig 1910, Teil 1, auisere Ballistik. 
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8, Das dynamisch-hydrodynaniisclie Problem. 

Es ist selbstverstândlicli^ dafs der Kôrper in Pliissîgkeit strenge 
genommen niclit sechs, sondern unendlicli viele Freiheitsgrade hat. 
Die exakte Bestimmung seiner Bewegung (seiner sechs Koordinaten) 
ist nur im Zusammenliange mit derjenigen der Flûssigkeitsteilclien 
(ihrer unendlicli vielen Lagenparameter) môglicli. Aucli die beiden 
Teile der Eewegung^ Translation des Schwerpunktes und Rotation um 
den Schwerpnnkt^ die bei Abwesenlieit des 'âufseren Mittels (d. h. bei 
Vernachlâssigung seiner Trâgheit etc.) voneinander nnabh'ângig be- 
liandelt werden kônnen^ sind durch die gleiclizeitige Bewegung der 
umgebenden Flûssigkeit nntrennbar miteinander yerbunden. 

Die genaueren formelmâfsigen Zusammenliange zwiscben Flussig- 
keits- und Kôrperbewegung sind dem Matbematiker wohlbekannt fur 
den Fall, dafs die umgebende Flllssigkeit als inkompressibel und 
reibungslos und ihre Bewegung als wirbellos gedaclit wird. Das in- 
konipressible Mittel ist sozusagen zwanglâufig mit dem bewegten Kôrper 
verbunden; da dasselbe aile Stôrungen mit unendlich grofser Fort- 
pflanzungsgescbwindigkeit weitergiebt, macbt sicb der augenblicklicbe 
Bewegungszustand des Kôrpers momentan in der ganzen unendlicben 
Flûssigkeit geltend, ihre Bewegung hângt nur von den Augenblicks- 
werten der Korpergeschwindigkeit ab und zeigt keine Rûckerinnerung 
an die frûberen Zustânde. In diesem Falle kann also insbesondere die 
lebendige Kraft des ganzen Systems Kôrper und Flûssigkeit als Funktion 
der augenblicklichen Werte der seclis Gescliwindigkeitskoordinaten des 
Kôrpers dargestellt werden, sodafs nacb den Lagrange'schen Metboden 
die Bewegungsgleicbungen des Systems in Form von secbs gewôbn- 
lichen Differentialgleicbungen zweiter Ordnung gewonnen werden kônnen. 
Die Hydrodynamik spielt hier nur in die Bestimmung der lebendigen 
Kraft des Systems hinein, die sich jetzt z. B. nicht mehr aus der blofsen 
Superposition eines Translations- und eines Rotationsbestandteils zu- 
sammensetzen lâfst; Aufstellung und Charakter der Differentialgleicbungen 
dagegen entsprechen der gewôhnlichen Dynamik. 

In Wirklichkeit bat natûrlich auch Wasser, der Typus der in- 
kompressibeln Flûssigkeit, seine endliche SchaUgeschwindigkeit, ist also 
kompressibel. Man kann aber auch jede gasfôrmige Flûssigkeit als 
inkompressibel behandeln, Solange die grôfsten vorkommenden Ge- 
schwindigkeiten klein gegen ihre SchaUgeschwindigkeit sind. Dann 
wird ja der Einflufs frûherer Bewegungszust'ânde viel scbnelLer fort- 
gepflanzt und ins Unendliche dissipiert, als neue Stôrungen aus dem 

69* 
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Wechsel des Bewegungszustandes entstehen. Also liangt ailes merk- 
lich von dem augenblicklichen BeweguDgsziistande ab, wie bei ideal- 
iukompressiblem Verbalten. 

Leider ist nun dièses Kriterium eines qiiasi-inkompressibeln Ver- 
baltens bei der Ballistik gar nicbt erfiillt — wahrend sich die Luft- 
scbiffalartstlieorie durcbweg die vereinfacbende Annabme der Inkom- 
pressibilitât gestatten darf. Die Anfangsgescbwindigkeit betnîgt bei 
den Artillerie- und Infanteriegeschossen 465 bezw. 885 xn/sec, ist also 
,tJberscballgeschwindigkeit"; bei den Weitscbûssen der Artillerie gebt 
sie im Verlaufe des Scbusses durch den kritischen Wert bindurcb und 
endigt z. B. bei der Scbuisweite von 4000 m mit 257 m/sec als „Unter- 
schallgescbwindigkeit"; auch die Greschwindigkeit des Infanteriegescbosses 
sinkt bei 2000 m Schiafsweite aiif 1G6 m/sec herab. Dais aber das 
Stromungsfeld bei Ûber- und Unterschallgeschwindigkeit grundsatzlicb 
verschieden ist, ist bekannt: Bei tJberschallgeschwindigkeit lafst das 
Gescbofs die an seinen fruheren Lagen erzeugten Wirkungen (Kom- 
pressions- und Dilatationswellen) binter sich zurlick, bei Unterscball- 
gescbwindigkeit wird es von ibnen allseitig wie von cinor Atmosph'âre 
umcyeben. Wer jemals die scbônen Pbotographien dieser Verhâltnisse 
bei E. und L. Mach geseben bat, wird an der Moglicbkeit zweifeln, 
die Mannigfaltigkeit des Strômungsfeldos durch eiîi einlieitlicbes Luft- 
widerstandsgesetz oder auch nur in den verschiedenen Qescbwindigkeits- 
bereicben durch eine Reihe verschiedener Gresetze darzusteUon, die nur 
von der augeublicklichen Schwerpunktsgeschwindigkeit und der augen- 
blicklichen Lage des Geschosses gegen dièse abhingen. Die einzig 
adâquate Behandlung des Problems wird vielmehr in dor gleichzeitigen 
Untersuchung der Luft- und Korperbewegung mittcls der hydrodynami- 
schen partiellen und der dynaniischen totalen Differontialgleichungen 
bestehen, einer Behandlung^ die neben dem BewegungBverlauf auch die 
exakten Luftwiderstandsgesetze liefem wtirde. 

Natûrlich ist das Problem in dieser AUgemeinheit vôllig unlôsbar. 
Man wird es unterteilen mussen. Ein rein liydrodynamisches Problem 
erhâlt man, wenn man sich die Bewegung des Geschosses vorgegebea 
denkt, z. B. als gleichfôrmig geradlinig in Richtung der Geschofsaxe, 
und naeh dem zugehôrigen Strômungsfelde der Luft fragt. Man konnte 
dann die Energieverluste in diesem Strômungsfelde finden oder, etwas 
vollstândiger, die Drucke, die das Stromungsfeld auf den Mantel des 
Geschosses ûbertrâgt. Bei der freien Bewegung des Geschosses wûrden 
dièse Drucke zusammen mit der Schwere die vorausgesetzte Gleich- 
fôrmigkeit und Geradlinigkeit der Geschofsbahn successive abânderB. 
Auch hierin liegt schon eine Nâherung insofern, als ja umgekehrt auch 
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die yerânderliclie Geschwindigkeit und Stellung des Geschosses das 
Strônmngsfeld und seine Druckwirkung beeinflussen. 

Bleiben wir aber bei dem genannten einfacbsten liydrodynaniischen 
Problem. Die Energieverluste in der mitbewegten Luft lassen sich 
sdiematiscli in zwei Teile sondern, in einen Teil, welcker in der 
Energiezerstreunng durch Wellen, und einen zweiten Teil, welcher in 
der Energieverwandlung durch Reibung oder in Wirbeln auf der Rûck- 
selte des Gescb-osses seinen Ursprung hat. Um den Charakter des 
ersten Teils zu finden, wird man von den Differentialgleicbungen der 
reibungsfreien aber kompressibeln Flûssigkeit ausgeHen; um den zweiten 
Teil zu bestimmen, wird es ausreiclien^ die Differentialgleicliungen der 
reibenden oder wirbelnden aber inkompressibeln Flûssigkeit zu Grunde 
zu legen. Der erste Teil giebt den jyWellenwiderstand^^ der Luft; sein 
Vorhandensein wird durch die Mach'schen Photographien veranschau- 
licht. Der zweite Teil heifse kurz der ^Beihungswiderstand'^ der Luft. 
Nach dem eben Gesagten wâre er in zwei Bestandteile weiter zu unter- 
scheiden^ den eigentlichen Reibungswiderstand (Oberflâchenwiderstand 
oder Hautreibung) und den Wirbelwiderstand (Formwiderstand in der 
Bezeichnung von L, Prandtl).*) Auch bei dem analogen Problem des 
Schiffswiderstandes werden dièse Teile unterschieden. 

Beziiglich des JReibungswiderstandes nimmt man seit Newton an, 
dais er dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional sei, ohne dafs 
es bisher gelungen wâre, den Beweis hierfûr auf hydrodynamischer 
Grundlage zu fûhren. Die Schwierigkeit liegt in dem quadratischen 
Charakter der hydrodynamischen Diffère ntialgleichungen, in der dadurch 
bedingten Instabilitât der einfachsten Bewegungsformen und ihrem Um- 
schlagen in kompliziertere „turbulente^^ Bewegungen. Auch dièses Pro- 
blem sieht im FaUe der Geschofsbewegung ziemlich hoffnungslos ans, 
Solange es nicht in dem viel einfacheren F aile der Stromung in 
Rohren etc. gelungen ist, zum hydrodynamischen Verstàndnis der 
Turbulenz vorzudringen. 

Einfacher dûrfte das Problem des Weïlenwiderstandes liegen. Um 
zu seiner Inangriffnahme zu ermutigen, fûhren wir einiges ûber einen 
âhnlichen elektrischen Fall an. Wenn man eine elektrische Ladung mit 
konstanter Ûberlichtgeschwindigkeit bewegt, so lâfst sich das entstehende 
elektromagnetische Peld (wenigstens nach der âlteren Théorie des sog. 
ruhenden Athers) bestimmen und zeigt dieselben Erscheinungen wie 
diejenigen des ^Mach'schen Phânomens" der Hydrodynamik. Die elek- 
trische Ladung, kûrzer gesagt, das ^Elektron" lâfst seine Wirkungen 



*) Zeitschr. fur Flugtechnik und MotorluftschiffaTirt, Jahrg. 1, pag. C3. 
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hinter sich in einem Kegel, dessen Offnung mit dem 6escliwindigkeits> 
verhâltnis vjc (c == Lichtgescliwindigkeit, v> c Geschwindigkeit des 
Elektrons) abnimmt. Indem sicb. dièse Wirkungen solcliergestalt ins 
Unendlicke zerstreuen^ findet ein fortgesetzter Energieverlust durch 
StraUung statt; es wirkt also auf das Blektron ein Widerstand ent- 
gegen der Riclitung seiner Bewegung. Nimmt man das Elektron als 
kugelformig an, so wird der Widerstand*) 

der Proportionalitâtsfaktor A liângt dabei von der Ladung des Elektrons 
und der Grofse der Kngel in einfacher Weise ab. Der Widerstand wird 
also Null fur v==c nnd nàbert sich fur t;==oû einer festen Grenze. 
Aucb. fiir Unterlicbtgescliwindigkeit lîifst sicli das Feld bestimmen und 
liefert hier bekanntermafsen fur jeden beliebigen Wert v<Cc den Wider- 
stand ISfull. 

Wir haben Grund zu der Annahme^ dafs ein ahnlich einfaches 
Gesetz fur den WeUen widerstand auch bei dem entsprechenden hydro- 
dynamischen Problem der Ballistik gelten wird^ trotzdem die Verhâlt- 
nisse hier viel komplizierter liegen wie in der Elektrodynamik. Ein- 
mal kommt hier die komplizierte, niclit kugolformige Gestalt des 
Geschosses in Betracht; sodann ist die an der Oberflache des Geschosses 
geltende Bedingung des Nichteindringens der Luft, wonach die Stromungs- 
linien an der Oberfl'âche parallel mit dieser verlaufén mûssen, viel 
schwieriger, wie die entsprechende Bedingung in der Elektrodynamik, 
in der die Divergenz der elektrischen Kraftlinien direkt durch die Grofse 
der Ladungsdichte bestimmt wird (das hydrodytiamiache Problem ist 
eine ^Randwertaufgabe", das elektrodynamische nur oine ^^Summations- 
aufgabe"). Der Hauptunterschied aber liegt in dem viel komplizierteren, 
nicht linearen Charakter der hydrodynamischen Dilferentialgleichungen 
gegeniiber dem rein linearen Charakter der elektrischen Feldgleichungen; 
dieser Unterschied bringt es z. B. mit sicli; dais sich die elektrischen 
Wirkungen stets und genau mit der Liclitgeschwindigkciit c fortpflanzen, 
wâhrend in der Hydrodynamik die Schaïlgeschwindigkeit; die wir eben- 
falls mit c bezeichnen wollen, nur eine untere Grenze der Portpfianzung 
fur unendlich kleine Stôrungen darstellt, wahrend die wirldiche Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit mit der Amplitude der Stôrungen wâchst. 
Hiermit h'ângt es auch zusammen^ dais im clektrodynamischen Palle 

*) A. Sommerfeld, Gottinger Nachr. 1904, pag. 401, und Amsterdamer 
Akademie, Proceedings, 1904, pag. 366. Vgl. auch M. Abraham, Théorie der 
Elektrizitat IL S 27. 
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die Front des Elektrons vollig feldfrei ist^ wâhrend sich. im hydro- 
dynamischen Falle eine Verdichtungswelle vor den Kopf des Gescliosses 
lagert und von hier ans nacL. hinten nmbiegend den Mantel des MacL- 
schen Kegels bildet. Dièses Lnftpolster wird also mit grofserer Gre- 
sciwindigkeit als c Yorwârts getragen; die Schallgescliwindigkeit c ist 
also fur seine Fortpflanzung ersichtlicli nicht mehr mafsgebend. 

Unsere Annaliine; dafs trotzdem das elektrodynamische Gesetz des 
Wellenwiderstandes im Grofsen und Ganzen auch. fur den hydrodyna- 
mischen Fall gelten môge, wird gestûtzt einmal durch die Erwâgung, 
dafs der geometrisclie Charakter des Feldes beidemal dnrch das Macb- 
scbe Pbânomen wesentlicb in der gleicben Weise bestimmt wird, so- 
dann durcb den experimentellen Befund der Scbiefsversucke. Derselbe 
wird durcb. eine Kurve dargestellt, die wir dem zitierten Encyklopâdie- 
Artikel von Cranz entnebmen. 

Nach der Abscisse der Fig. 143 wird das Gescbwindigkeitsverbâltnis 
x^vjc aufgetragen, nacb der Ordinate das Verbàltnis des Gesamtwider- 
standes, wie er ans den Scbufs- 
tafeln entnommen wird, zu dem ^^ ', 
Reibungswiderstande der Luft, §,-- -^ 

j^ = ( W+ B)/B, wobei wir den y^^ 
Gesamtwiderstand in Wellen- 
widerstand W und Reibungs- 
widerstand R zerlegt baben; 
letzterer werde^n der ûblicben 
Form des Newton'scben Rei- 
bungsgesetzes iî = a^^ propor- 
tional mit v^ angesetzt. Die aus- 
gezogene Kurve stellt eine empiriscbe Interpolationsformel von Siacci 
dar, welcbe sicb dem zablreicben Beobacbtungmaterial sebr gut a^- 
scbliefst. Die Kurve lâfst folgendes erkennen: Fur kleine v ist y kon- 
stant gleicb 1 , in der Nâbe von v = c findet ein ziemlicb plôtzlicber 
Anstieg statt, darauf folgt ein Maximum und weiterbin ein allmâblicher 
Abstieg. Wir wûrden dies Verbalten folgendermafsen tbeoretiscb deuten: 
Fur v<.c ist der WeRenwiderstand W zunâcbst ISTull und daber ^ = 1 ; 
in der Nâbe von v = c (und scbon etwas vorber) setzt der Wellen- 
widerstand in zunebmendem Mafse ein 5 derselbe wâcbst aber mit v in 
geringerem Mafse wie der Reibungswiderstand JR] das Verbàltnis W/R 
nimmt daber ebenso wie y mit wacbsendem v wieder ab. 

In der punktierten Kurve baben wir denjenigen Wert von y auf- 
getragen^ der sicb durcb direkte Ûbertragung des obigen elektro- 
dynamiscben Gesetzes fiir den WeRenwiderstand ergeben wûrde. Der 
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Fig. 143. 
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liierbei natûrlich unbestimmt Weibende Proportionalitatsfaktor A der 
obigen Formel ist so gewâhlt, dafs das Maximum unseres elektro- 
dyiiamisclien Gesetzes gleiche Hôhe mit dem Maximum des empirischen 
Gresetzes hat. Wir zeichnen also: 

7? 

mrv<c: Tr=0, y = ;^ =1, 

mrv>c: Tr=^(l-J), B - av\ 2/ = 1 + C J(l - J), 

wobei C =^ Â/ac^ in der genannten Weise aus den Beobaclitungen ent- 
nommen wurde. Es ist kaum zn verkenneri; dafs wir durch dièse sehr 
einfachen Gesichtspunkte einen aUgemeinen Anschlufs an den Charakter 
der empirischen Kurve erreichen, der scb.werlich zufalliger Natur 
sein kann.*) 

Fur praktisclie Zwecke ist naturlick mit unserer idealisierten Form 
der Luftwiderstandskurve nichts gewonnen; ihre Mitteilung soUte ledig- 
lick bezwecken^ zu einer genaueren Untersuchung des Wellenwider- 
standes im obigen Sinne zu ermutigen und uusere Thèse von der 
wesentlicli hydrodynamischen Natur des baUistischen Problems in etwas 
za belegen. 

9. Die aUgemeinen Erfabrungstliatsaclien der Ballistik inid (lie Eolle 
der Kreiselwirkungen. 

Wir stellen zunâclist einige wenige Thatsachen der Ballistik zu- 
sammen, die als gesichert gelten konnen, und betrachten sie teils vom 
Standpunkte unserer hydrodynamischen Auffassung^ teils von dem- 
jenigen der Kreiseltheorie. Solche Thatsachen sind: das Auftreten eines 
Luftwiderstandsmomentes, der Sinn desselben, welclier einer Lage des 
Angriffspunktes vor dem Gescllols-Scllwerp^^nkt entspricht, die Stabilitat 
à^s rotierenden Lauggeschosses, die Rechtsabweichung bei Rechtsdrall. 

Der Luftwiderstand und das Luftwiderstandsmoment. 
Dafs ein bewegter Kôrper von dem umgebenden Mittel einen Wider- 



*) Kacli einer freundlichen Mitteilung von ïïerrn Prandtl kann man fur 
sekr grofse Geschwindigkeiten das Newton'sclie Reibungsgesetz strenge begrilnden. 
Der theoretische Wert des Proportionalittltsfaktôrs a ergiebt sich dabei grôfser 
als der empiriscke "Werfc a^ fur kleine Geschwindigkeiten. ïrllgt inan also in der 
Fignr ala Ordinate anf: Gesamtwiderstand geteilt durch Roibungswiderstand fur 
Meine Geschwindigkeiten, d. h, y^ (W+ li^/aQi)^ nnter Beibohaltung unseres 
elektrodynamischen Wertes fur W, so wâre fur grofse Geschwindigkeiten wegen 
E = av^ > a^ v^ das rechte Ende unserer punktierten Kurve um don Betrag (a—aQ)/ao 
hôher zu legen. Der Anschlufs an die ausgezogene Kurve der Figur wûrde da- 
durch noch verbessert werden. 
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stand erfâhrt, ist uns gelânfig. Dafs imter Umstânden (in der Kâhe 
der ScliaUgescliwindigbeit) neben dem Reibungswiderstand der Wellen- 
widerstand einen ûberwiegenden Teil des Gesamtwiderstandes ansmaciit, 
ist weniger bekannt^ aber durcb das Vorangebende deutlicb. Wenn 
der Kôrper sjxnmetrisch gegen die Bewegungsrichtung geformt ist^ ist 
der Gesamtwiderstand natûrlich der Bewegung genau entgegengericlitet: 
das Moment des Luftwiderstandes um den Schwerpnnkt yerschwindet. 
Wegen des Hinzutretens der Scbwere wird aber dieser Zustand voll- 
kommener Symmetrie^ der im Momente des Abfeuerns nabezu bestebt^ 
in jedem Angenblicke abgeândert^ da die Babntangente nach unten 
gedrebt wird. Ein Moment des Luftwiderstandes wûrde jetzt nur dann 
nicbt auftreten^ wenn der Luftwiderstand einer Einzelkraft gleicbgesetzt 
werden konnte, die im Scbwerpunkte angriffe. Nacb unserer bjdro- 
dynamischen Auffassnng ist dies natiirlicb bôcbst unwahrsebeinlich; 
die Kompliziertheit des Strômnngsbildes in der Nâbe des scbnell be- 
wegten Geschosses bringt eine bocbst verwickelte Verteilung der auf 
seinen Mantel wirkenden Drucke mit sich. Z. B. bat Macb bei Ver- 
sucben gefunden, dafs in der Nâhe der Gescbofsspitze auf eine Strecke 
von 13 mm ein Druckgefâlle von ûber einer Atmospbâre kam. Die 
Gresamtbeit solcber Druckwirkungen bestimmt aber erst pbysikalisch 
diejenige Grôfse, die wir mit dem scbematiscben Begriffe des Luft- 
widerstandes widerzugeben wiinschen. Dafs sie einer Einzelkraft von 
spezieller Lage (durcb den Schwerpnnkt) âqnivalent wâre^ kônnen wir 
nicbt erwarten. Scbon in dem viel einfacberen Falle des Korpers in 
der idealen inkompressibeln und reibnngslosen Flûssigkeit^ der sicb 
allein voUst'ândig bydrodynamiscb bebandeln lâfst^ treten im ARgemeinen 
Momente auf. Wenn wir nâmlicb oben sagten, dafs in diesem Falle 
der Translations- und Rotationsteil der Bewegung miteinander verkoppelt 
sind, so meint dies nicbts anderes, als dafs die in Bewegung versetzte 
umgebende Pliissigkeit die Rotation des Korpers durcb Druckmomente 
beeinflufst, sowie umgekebrt durcb die Rotation Drucke bervorgerufen 
werden, die die fortscbreitende Bewegung wie eine Einzelkraft beein- 
flussen. Im FaUe der BaUistik ist die Koppelung beider Bestandteile 
natûrlich nicbt minder innig. Die Fiktion eines empiriscb bekannten 
Luftwiderstandes soll dazu dienen^ beide Bestandteile fur sicb betracbten 
zu kônnen. JedenfaUs aber mûssen wir dann ibrer Koppelung dadurcb 
Recbnung tragen, dafs wir dem Luftwiderstande ein Moment um den 
Schwerpnnkt geben. 

Der Sinn des Luftwiderstandsmomentes. Angriffspunkt 
der Luftwiderstandsresultanten vor dem Schwerpnnkt. Der 
Sinn des Luftwiderstandsmomentes bestimmt sich unmittelbar durcb 
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die bekannte Erfahrung, dafs olme das Mittel der kûnstliclien Stabilie- 
rang durch den Drall das Geschofs sicli ûbersclilagen und sicb. senk- 
recht gegen die Bahn stellen wurde^ derart, dafs die Geschofsspitze sich 
aufriclitet, wenn sie oberhalb der Flugtangente liegt und sich nach 
unten neigen wûrde, wenn sie sicli unter der Babntangente befindet. 
Die fiktive Einzelkraft, die den Luftwiderstand ersetzen soll und die 
der Bewegungsriclitung ann'âbernd entgegengerichtet ist^ bat also ihren 
Ângriffspnnkt am vorderen Teil des Gescbiosses (vom Schûtzen ans 
geseben tinter dem Scb.werpunkt). 

Durcb. allgemeine Erfahrungen bei langsam bewegten Prâcb.en, die 
scbief gegen ihre Bewegnngsrichtung gesteUt sind^ ist uns dièse That- 
sache woblbekannt. Sie bildet ûbrigens die Gxundlage fur die Théorie 
der Aviatik. Bei langsamen Bewegungen (klein gegen 6'), fur die man 
die Luft als inkompressibel voraussetzen darf, kann man sich auch 
theoretisch davon Rechenschaft geben. Die auf Grund der idealen 
Hydrodynamik berechneten Strômungslinien uxn eine scbief bewegte 
Blatte verlaufen so^ dafs sie fur die Vorderseite der Platte einen Druck- 
punkt auf der nach vom geneigten Plattenhillfte ergeben^ der um se 
excentrischer liegt^ je grofser der Winkel zwischen Bewegnngsrichtung 
und Plattennormale ist. Ans der yorangestellten ballistischon Thatsache 
dûrfen wir schliefsen, dafs dasselbe Gesetz auch. ftir grofse Geschwindig- 
keiten bestehen bleibt, trotz der alsdann zweifellos wesentlich abge- 
*ânderten Verteilung von Stromung und Druck. 

Auch von einem ganz anderen Standpunkte aus bat man die in 
Rede stehende Thatsache zu verstehen gesucht. Sieht man von dem 
Wellenwiderstande ganz ab und denkt sich den lleibungswiderstand 
durch die Newton'sche Formel av^ bestimmt^ wobei fur jedes Ober- 
flâchenelement als wirksame Geschwindigkeit die Normalkomponente 
der Translationsgeschwindigkeit in Rechnung gesotzt wei'den moge^ se 
hat man ûber die Oberflâche verteilt ein System von Einzelkraften. 
Setzt man dièse nach den Regeln der Statik xusammcm; so ergiebt sich 
eine Resultierende, deren Angriffspnnkt vor dem Schwerpunkt liegt. 
Dabei berûcksichtigt man aUerdings nur die Drucke auf der Vorder- 
seite des Geschosses, d. h. auf den vom Luftstrom getroffenen Ober- 
fl'àchenteilen; und vernachliissigt, was eine gewisse Willkûr ist; die auf 
der Rûckseite gleichzeitig vorhandenen SaugwirkungcU; deren Moment 
im entgegengesetzten Sinne wirken wûrde. Wir brauchen nach aUem, 
was vorhergeht; kaum zu sagen, dafs wir dieso Betrachtung ebenso wie 
die auf die Annahme der inkompressiblen Flûssigkeit basierte als einen 
voUgûltigen Beweis der fraglichen ballistischen Thatsache nicht ansehen 
konnen. 
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Die Stabilierung des Gescliosses durcli Rotation. Eine 
der bekanntesten Thatsachen der Ballistik ist die, dafs das Langgeschofs 
gegen Ûbersclilagen durcli eine rasche Rotation um seine Figurenaxe 
stabiliert werden kann. Die im gezogenen Lauf erzeugte Drehgescbwindig- 
keit ist der Abgangsgescbwindigkeit des Geschosses proportional und 
betrâgt bei den Artilleriegescbossen ûber 100 TJmdrebungen in der 
Sekunde, bei den Infanteriegeschossen. sogar ûber 3000. Das dergestalt 
in einen Kreisel verwandelte Langgeschofs (wir denken weiterMn an 
dasjenige der Artillerie) folgt natûrlicb nicbt mebr dem Momente des 
Luftwiderstandes, sondern weicht senkrecbt dagegen ans. Wàhrend bei 
dem nicbt rotierenden Gescbofs das âufsere Moment eine Drehun^ um 
die Queracbse durch den Sebwerpunkt bervorbringen wûrde, bewirkt 
€s bei dem scbneU rotierenden Gescbofs lediglick eine kleine Yer- 
lagerung des Drehimpulses. 

Die deutscben Gescbûtze baben Recbtsdrall, d. b. jeder Punkt 
bewegt sicb in einer Recbtsscbraube. Von vorn geseben findet also 
die Drebung entgegen dem XJbrzeigersinne statt. Wollen wir den 
Drebimpuls in. der Figurenaxe nacb vorn auftrageii; was sicb der An- 
scbaulicbkeit wegen empfieblt, so mûssen wir yon unserer allgemeinen 
Regel ûber dea positiven Rotationssinn abgeben und als positive 
Drebung diejenige entgegen dem XJbrzeigersinne anseben. 

Nebmen wir zunâcbst etwa an, dafs sicb die Flugbabntangente 
momentan gegen die Gescbofsaxe gesenkt babe. Dann wirkt das 
Moment des Luftwiderstandes als aufricbtendes Moment, also von 
der recbten Seite des Gescbosses geseben, im positiven Sinne; sein 
(mit dem betrachteten. unendlicb kleinen Zeitintervall multiplizierter) 
Momentenpfeil ist also an den Eigenimpuls des Gescbosses (es bandelt 
sicb natûrlicb nur um den Rotationsbestandteil des Impulses, das 
„Impulsmoment^^) nacb recbts bin anzutragen, so dafs letzterer nacb 
rechts bin abgelenkt wird. Liegt dagegen momentan etwa die Gescbofs- 
axe unter der Flugbabntangente, so wird entsprecbend der Eigenimpuls 
nacb links verlagert. AUgemein, konnen wir sagen, wandert der Impuls- 
•endpunkt wegen der Wirkung des Luftwiderstandsmomentes um die 
Flugbabntangente in demselben Sinne, wie die Eigendrebung des Ge- 
scbosses erfolgt. 

Weiterhin ûbertragen wir die Hauptresultate unserer Tbeorie der 
pseudoregulâren Prâcession auf den jetzigen Fall. Wir wissen, dafs 
bei rascber Rotation die Figurenaxe immer in der Nâbe der verânder- 
licben Impulsaxe bleibt und dafs die Impulsaxe bei Vernacblâssigung 
der unmerklicben Nutationen sicb durcbscbnittlicb auf einem Kegel um 
die Vertikale mit konstanter mittlerer Prâcessionsgescbwindigkeit F/N 
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(ygl. pag. 303, 0-1. (11)) bewegt. Der Kegel bleibt dauernd sehr eng, 
wenn zu Anfang die Figurenaxe in der Nâiie der Vertikalen lag. Der 
Vertikalen^ d. h. der Schwererichtung, entspricht hier die Riclitung der 
fingierten Luftwiderstandsresultierenden, auf der die Axe des Luft- 
widerstandsmomentes senkreelit steht. AIso wird auch im Falle der 
Ballistik die Figurenaxe des Greschosses die Luftwiderstandsresultierende^ 
die ihrerseits immer nahezu in die Flugbahntangente filUt, umkreisen, 
nnd zwar in dem Sinne, in dem das Lnftwiderstandsmoment den Impuis 
verlagert, d. L im Sinne der Gesctofsrotation^ nnd es werden sich die 
soeben besprocbenen Momentanbewegnngen der Impnisaxe zu einer Prâ- 
cession oder, wie man in der Ballistik sagt^ zu einer konischen Pendelung 
znsammensetzen. Der Ôffnungswinkel der koniscben Pendelung bleibt 
dauernd sehr klein, da im Momente des Abschiefsens die Figurenaxe 
mit der Flugbahntangente (bis auf einen kleineu ;,Abgangsfehlerwinkel") 
znsammenfiel. 

ISTatûrlich ist unsere Ûbertragung der einfachen Kreiselresultate 
auf die komplizierten Verhâltnisse der Ballistik nicht ohne Bedenken. 
Das Moment der Schwerewirkung war Psin'O'^ wo d" den Winkel 
zwischen Figurenaxe und Vertikaler bedeutete. Bezeichnen wir jetzt 
mit d" entsprechend den Winkel zwischen Geschofsaxe und Luft- 
widerstand; so wird man den Ansatz fur das Luftwiderstandsmoment 
etwa in der Form Psiu'^coS'^ schreiben konnen. Letzteres ver- 
schwindet nâmlich nicht nur fur '^• = ans Symmetriegrûnden^ sondern 
auch fur d' = jt/2, weil die Lage des Geschosses senkrecht gegen die 
Flugbahn die ohne Rotation stabile Gleichgewichtslage ware, in der 
der Lnftwiderstand ein verschwindendes Moment giebt. Der Faktor P 
hângt dabei in unbekannter Weise von der Geschwindigkeit der Trans- 
lation und wohl auch von derjenigen der Rotation ab. Der analytische 
Ausdruck des Luftwiderstandsmomentes ist also ein anderer wie der 
des Schweremomentes in der gewôhnlichen Kreiseltheorio, so dafs auch 
die dynamischen Wirkungen in beiden Filllen nicht genau die gleichen 
sind, wobei man bemerken kann, dafs bei danernd kleinem ^ der 
hinzutretende Faktor cosO" von keiner wesentlichen Bedeutung sein 
wird. Wichtiger aber ist, dafs die Flugbahntangente, die ja an- 
nâhernd die Richtung der Luftwiderstandsresultanten angiebt, nicht wie 
die Vertikale raumfest ist, sondern durch die Schwere nach unten 
gedreht wird. Bei der vorstehenden Ûbertragung nahmen wir aber an, 
dafs die Figurenaxe des GeschosBes gerade so um die veranderliche 
Luftwiderstandsrichtung mit kleiner Kegeloffnung heruxnkreist, wie die 
Figurenaxe des Kreisels um die feste Vertikale bei nrsprûnglich vor- 
handener annâhernder Koincidenz. Dabei ist die Veranderlichkeit der 
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Flugbalintaîigente keineswegs gering; sie kann bei einem Steilscliufs 
90^ und mehr betragen. Die tbeoretische Recbtfertigung unserer Uber- 
tragung mûfste nacbweisen, dafs die Flugbahutangente als langsam ver- 
andeiiicb verglicben mit den Grescliofspendelungen anzusehen ist^ so dafs 
die Pigurenaxe in wiederholten Umkreisungen Zeit findet, sicb. der 
successive veranderten Lage der Babutangente anzupassen. Indessen 
woUen wir Mer auf jede tbeoretiscbe Begrûndung verziebten und uns 
einfach auf die zweifellose, von Facbkreisen bestâti^te Erfabrunors- 
tbatsaobe berufen, dafs das Grescbofs im Allgemeinen (d. b. bei nicbt 
zu steilem Abgangswinkel und bei normal konstraiertem Gescbûtz- 
und Grescbofssystem) mit seiner Spitze aufscblâgt (andernfalls wûrde 
ja die Zûndung versagenî), dafs sicb also die Gescbofsaxe tbats'âcblicbi 
dauernd in der ISTâbe der Flugbabntangente oder der Luftwiderstands- 
resultanten hait. Dièse Tbatsacbe wird offenbar nur durcb die koniscbe 
Pendelung, d. b. durcb das Auftreten von energisclien Kreisélwir'kungefn 
ermôglicbt. 

Die Recbtsabweicbung der Grescbosse. Hierûber liegen 
folgende Erfabrungsthatsacben vor. Wâhrend bei den Infanterie- 
gescbossen die Seitenabweicbung klein ist, zeigt sicb bei den ArtiUerie- 
geschossen mit Recbtsdrall eine betrâcbtlicbe und mit zunebmender 
Schufsweite zunebmende Recbtsabweicbung, nâmlicb 

bei einer Scbufsweite von 500, 1000, 2000, 3000 m 
eine Recbtsabweicbung von 0,25, 1,1, 4,4, 11,5 m. 

tJbrigens wird bei den modernen Gescbûtzen die Recbtsabweicbung 
durcb die Visierstellung von selbst mitkorrigiert. 

Dafs wir in diesem Pbânomen eine Folge der koniscben Pendelung, 
also mittelbar eine Folge der Kreiselwirkungen zu seben baben, ist 
sebr wahrscbeinlicb. Aucb ist es bekannt, dafs bei Linksdrall die 
Recbtsabweicbung in eine Linksabweicbung ûbergebt {die italieniscbe 
Artillerie bat Linksdrall). Eine genaue quantitative Théorie der Recbts- 
abweicbung scbeitert an unserer Unkenntnis des Luftwiderstandsgesetzes 
und wâre nur auf bydrodynamiscber Grundlage zu erbringen. Auch bei 
Annabme eines empirischen und sicher unvoUstândigen Luftwiderstands- 
gesetzes (Einzelkraft von geeignet gewâhltem Angriffspunkt) wird die 
Berecbnung sebr umst'ândlich und nur durcb scbrittweise Nâherung 
môglicb, wegen der Verkettung des Translations- und Rotationsbestand- 
teils. Wir begntigen uns daber mit einem qualitativen Ûberscblag. 
Dabei gehen wir von der vorher begrûndeten VorsteHung aus, dafs die 
Gescbofsaxe dauernd um die augenblickliche Lage der Luftwiderstands- 
resultanten mit durchschnittlicb konstanter Wiukelgeschwindigkeit im 
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Sinne der Eigenrotation lierumkreist. Von der Flugbahntangente und 
der ilir annâhernd folgenden Luftwiderstandsresultanten nelimen wir an 
dafs sie sich. mit gleichfôrmiger Geschwindigkeit senkt, was fiir ein 
niclit zu langes Zeitintervall und unter vorlilufiger Vernaclilâssigung 
der Seitenabweicliuïig zulâssig sein wird. Denken wir uns nun eine 
Zeichenebene senkrecht gegen die Luffcwiderstandsresultante in irgend 
einem Augenblicke gestellt^ so besclireibt der Durchstofsungspunkt des 
Luftwiderstandes mit dieser Ebene eine nach unten gericbtete gerade Liniei 
mit gleichfôrmiger Gescbwindigkeit. Der Durchstofsungspunkt der Ge- 
schofsaxe mit derselben Ebene sei Q. Q bewegt sich bestîlndig senkrecht zur 
VerbindungslinieOÇmit durchschnittlich konstanter Winkelgeschwindig- 
keit im Sinne des Uhrzeigers, wenn wir unsere Zeichenebene vom Geschiitz 
ans betrachten. Wir haben somit ein einfachstes geometrisches Bild 
Yor uns, ans dem sich die Bahn von Q sofort ergiebt. Dièse wird er- 
sichtlich eine cyEoidische Kurve, wie sie beim Abrollen eines Rades 
auf einer Geraden entsteht. Dem Punkte entspricht dabei der je- 
weilige Berûhrungspunkt des Rades, Q ist ein Punkt des Rades , als 
Rollbahn ist unsere Gerade L zu denken. Das abrollende Rad liegt, 
Tom Geschûtz ans gesehen, rechterliand von L, da sich das Rad ebenso 
wie der an ihm feste Punkt Q im Sinne des Uhrzeigers drehen und 
der Beriihrungspunkt auf L nach unten fortschreiten soll. Je nach- 
dem Q auf dem Umfange des Rades oder im Innern desselben oder 
im ÂuTsern liegt, entsteht eine gemeine Cykloide mit Spitzen oder eine 
gewellte Cykloide oder eine verschlungenC; mit Schleifen verlaufende. 
In der That sind bei jeder cykloidischen Kurve die oben genannten 
Kriterien erfûllt, dafs sich Q um das momentané Drehzentrum des 
Rades mit konstanter Geschwindigkeit dreht. Man vergleiche ûbrigens 
hierzu die ganz âhnliche Betrachtung von pag. 295 gelegentlich der 
Behandlung der pseudoregulâren Prâcession^ bei der ebenfalls cykloidische 
Kurven auftraten, und die dortige Fig. 48, die wir uns jetzt im TJhr- 
zeigersinn um 90^ gedreht zu denken haben, mit dem Unterschiede^ 
dafs das momentané Drehcentrum dort durch die jeweilige Lage der 
Impulsaxe gegeben war, hier durch diejenige der Luftwiderstands- 
richtung. 

Ob eine gemeine oder eine verschlungene Cykloide etc. entsteht, 
hângt von der Anfangslage des Punktes Q gegen und der Prâcessions- 
geschwindigkeit von Q um 0, sowie von der Senkungsgeschwindigkeit 
des Punktes ab und bleibt bei unserer Betrachtung unbestimmt.*) 



*) Herr Cranz findet in dem oben zitierten Lehrbuch der Ballistik, Teil 1, 
Nr. 52 bis 57, durch Nâberungslôsung als Bahnkurve eine gemeine Cykloide, deren 
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Wesentlicli ist fur uns nur ein allen drei Typen gemeinsamer Charakter: 
die JBaîinkurve von Q verlâitft, nom GeschuU aus gesehenj dmclisclinittlich 
redits von der Geraden 0, uud zwar tritt sie bei der gemeiuen und 
geweRten Cykloide ûberhaupt nicht auf die liuke Seite von herûber, 
wâhrend bei der verscblungenen Cykloide die nach links berûber- 
greifenden Schleifen kûrzer sind wie die nach recbts ansetzenden 
Bogen. Hiermit ist aber eine ansobaulicbe Erklârung der Reclits- 
abweichung gegeben: Indem sidi die Gescliofsspitse durcliscImiUlich 
redits von der Vertilmlébene durdi die Flugiahntangente hefindet, wird 
das Gesdiofs von dem Luftwiderstande nadi rechts MnUhergedràngt. Es 
wird n'âmlicli der Druck auf die linke Seite des Geschosses ûberwies:en, 
sodafs der Luftwiderstand mit einer kleinen Komponente seines Gresamt- 
betrages direkt auf die seitlicbe Schwerpunktsbewegung einwirkt und 
die Flugbahn nach rechts ablenkt. 

Als qualitative Erklârung der Recbtsabweicliung wird dièse sebr 
oberflâcbliche Betraclitung genûgen kônnen. Dafs eine quantitative 
Bebandlung derselben Tiiatsacbe unmôglich ist und dafs sich ûber- 
baupt, wie kaum zu leugnen ist, das ballistische Problem noch in 
einem sehr unbefriedigenden Zustaude befindet*), liegt nicbt, wie wir 
nocbmals hervorlieben môcliten, an der Kreiseltlieorie, die aile an sie 
zu stellenden Fragen in bestimmter und anscbaulicher Weise beant- 
wortet; sondern an der Hydrodynamik mit ibren weitaus komplizierteren 
Verbâltnissen und ihren unendlich. vermehrten Bewegungsmoglichkeiten. 



Bis ûber die Mitte des 19. Jabrbunderts binaus batte die alt- 
ebrwûrdige Mechanik die unbestrittene Pûbrung sowobl in der tbeore- 



Bôgen sich allmâhlich erweitern; dièse Erweiterung konnte aber bei tinserer Dar- 
stellung nicht in Erscbeinung treten, da wir nâherungsweise die Gesckwindigkeit^ 
mit der sich. die Flugbahntangente senkt (d. h. die des Punktes 0), als gleich- 
fôrmig annahmen. Andere Autoren (vgl. die Litteratur bei Cranz 1. c.) wurden 
bei etwas abweichender Berechnung auch auf verschlungene oder gewellte 
Cykloidenbahnen gefûhrt. Auch Cranz weist (Nr. 57, 1. c.) auf die Unsicherheit 
der theoretischen Berechnung und auf die Notwendigkeit von systematischen 
Experimenten hin. 

*) Ein Erfolg versprechendes Hilfsmittel der experimentellen Ballistik scheint 
die photographische Aufnahme der Geschofsbewegung zu sein. F. Nées en hat 
einerseits versucht, die konische Pendelung auf Platten im Tnnern des Geschosses 
aufzuzeichnen und die erhaltenen Kurven im Sinne der Théorie als Cykloiden von 
allerdings sehr unregelmâfsigem Charakter gedeutet, andererseits auch eine Méthode 
angegeben, um die Stellung des Geschosses direkt von aufsen aufzunehmen, doch 
sind abschliefsende Resultate wegen ungûnstiger Yersuchsbedingungen in beiden 
Richtungen noch nicht erzielt worden. Vgl. Archiv f. Artillerie- und Ingénieur- 
offiziere, 63. Jg. 1889 und Kriegstechnische Zeitschrift 1903. 
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tischen Auffassung der Natur, wie in der praktisclien Verwertung ihrer 
Krâfte. Im letzten Viertel des 19. Jahrliundôrts aber muBte sie mehr 
und mehr ilirer jiingeren Rivalin, der Elektricit'ât, weiclien. Die 
theoretische Elektrodynamik fûLirte tiefer in die Erkenntnis der Natur, 
wie die rein-medianische Betrachtung; und die Elektroteclinik eroffnete 
mannigfacliere und kiihnere Môgliclikeiten der Energieverwertung und 
-ûbertragung, wie die alten meclianisclien Konstruktionen. Es liât den 
Anschein, als ob im 20. Jalirhundert die mechanische Technik, unter 
anderem durcb die Verwertung des Kreiselprinzips, neue Aufgaben mit 
verjûngten Krâften angreifen woUe, wobei allerdings niclit zu vergessen 
ist, dafs sie ein wicbtîges Hûlfsmittel, den Kreiselantrieb, in den meisten 
Fâllen gerade von ibrer Rivalin, der Elektrotecbnik, erborgen mufs. 
Offenbar steben wir erst im Ânfange dieser Entwicklung; die bier sich 
bietenden Môglicbkeiten sind mit den im Vorstebenden dargestellten 
Konstruktionen wobl nocb lange nicbt erscbôpft. 



Zusâtze und Ergânziingen. 

ZîiM Vorwort. 

Der am Schlufs zitierte Ausspruch Sir John HerscheUs findet 
sicli in den Outlines of Astronomy, London 1850, Chapter V, Nr. 317. 

Auch. in England ist neuerdings eine Monographie ûber den Kreisel 
erschienen: H. Crabtree, An elementarj treatment of the theory of 
spinning tops and gyroscopic motion, Longmans, Grreen, Co., London 
1909. Hier wird der auch in unserem Vorwort empfohlene Weg zur 
Erklârung der Kreiselerscheinnngen eingeschlagen, der den Ansgang 
von den Impulssâtzen nimnit. Systematischer xind ausfûhrlicher in 
der Begrûndnng als der bekannte Vortrag von Perry (vgl. Anm. auf 
pag. 134) gelangt das Buch zur Berechnung der allgemeinen Kreisel- 
bewegung und zur Beschreibung einiger technischer Anwendungen, wie 
des Schiffskreisels und der Einsehienenbahn. Es ist besonders reich- 
haltig an Beispielen ans dem tâglichen Leben, deren wesentliche 
dynamische Zûge treflfend hervorgehoben werden, macht aber natûrlich 
bei d^tn weit beschrânkteren Raum sowie dem durchweg elementaren 
Charakter keinen Anspruch auf die Vollstândigkeit, die wir mit weiter- 
gehenden analytischen Hilfsmitteln erstrebten. 

Zur Eînleîtung. 

Zu den in der Einleitung genannten Lehrbiichern fur Meehanik 
tritt nun noch das besonders empfehlenswerte, reichhaltige Buch von 
A. Gr. Webster: The dynamics of particles and of rigid, elastic and 
fluid bodies, Leipzig 1904, in dem auch die Kreiseltheorie und einige 
ihrer Anwendungen reichlichen Raum gefunden haben. Eine deutsche 
Bearbeitung des Bûches von C. H. Mûller unter dem Titel: „Lehrbuch 
der Meehanik als Einfûhrung in die theoretische Physik^^, in zwei 
Teilen, ist in Vorbereitung und erscheint demnâchst im gleichen Verlage. 

In sachgemâfsester Weise behandehi die technischen Fragen der 
Meehanik natûrlich die „Vorlesungen ûber technische Meehanik" von 
A. Foppl, deren sechster Band (Leipzig 1910) auch die Kreiseltheorie, 
insbesondere aïs typisches Beispiel die vom Verfasser aufgestellte Théorie 
des Schiffskreisels ausfûhrlich erôrtert. 

Klein-Sommerfeld, Kreiselbewegung. 60 
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Einen kurz zusammenfassenden^ aber inlialtsreiclien Bericlit ûber 
die Kreiseltheorie liefert A. G. Greeuliill: Gyroscop and Gyrostat^ 
Encyclopaedia Britannica, Suppl. 29, 1902. Bezûglicli der historischen 
Entwicklung der Kreiseltheorie yerweisen wir aiich. auf dessen Vortrag: 
The mathematical theory of the top, considered liistorically, Verhand- 
Inno-en des 3. internationalen Matliematikerkongresses, lîeidelberg 1904. 
Man vergl. ancli die reichlialtigen liistorisclien Nachweise in P. StackeFs 
Encyklopâdie-Artikel Bd. IV, 6; der Freundliclikeit von Herrn Stâckel 
verdanken wir eine Keihe der folgendeii Berichtigungen. 

Zu Kap. I. 

Zu pag. 14. Die Euler'schen Winkel treten wolil zuerst 1748 auf 
in Euler's Introductio in analysin iniinitorum, vgl P. Stilckel, Elemen- 
tare Dynamik, Encykl. d. Math. Wise. IV 6, Nr. 28 a. 

Zu pag. 22, Gl. (10) nnd pag. 57, Gl, (2). Die Transformations- 
formeln (2) hat ktirzlich in elementarer Weise A. Schoenfliefs ab- 
geleitet auf Grund der Thatsaclie, dais Hicli jede Dreluxng im B^ au& 
zwei Wendungen (Drehungen um 180^) oder aiich ans zwei Spiegelungen 
zusammensetzen Tâlst. (Rend, del Circolo matematico di Palermo, t. 29, 
1910.) 

Zu pag. 61. Bas vektorielle Produkt, wie es in der Vektoranalysi& 
ûblieli ist, ist nicbt identisch mit dem „aiifseren Produkt" Graismann's 
(die Ausdrucksweise des Textes, Zeile 9 von nnten, ist in dieser Hin- 
sieht ungenau), sondern mit der Grafsmann'schen „Erganzunf des 
âufseren Produktes^'. Bas vektorielle Produkt ist ein (axialer) Vektor, 
das 'âufsere Produkt dagegen ein „Bivektor" (d. lu hier ein Plâchen- 
stûck), erst seine Ergânzung (die axif dem Plachenstiick errichtete 
mit Umlaufssinn versehene Normale) ein axialer Vektor. Die Grafs- 
mann'sche Théorie geht hei der Aufziihlung der Raumgrôfsen syste- 
matisch, die physikalische Vektorrechnung opportunistisch vor. Letztere 
sieht auch vielfach von dem prinzipiellen Uiiterschied zwischen polaren 
Vektoren (Vektoren erster Art) und axialen Vektor en (Vektoren zweiter 
Art) ab, was nur so lange zulassig ist, als nur Drehungen des Koordi- 
natensystems, keine Spiegelungen oder Inversionen benutzt werden. 
Man vgl. hierzu Encyklopâdie der math. VViss. IV, 14 (Art. Abraham),. 
Nr. 2, 3; R. Mehmke: Jahresbericht d. d. Math.ver. 15, 1904, pag. 217; 
L. Prandtl: ibid. pag. 436. In der von Minkowski verwendeten vier- 
dimensionalen Vektoranalysis der Relativitâtstheorie (vgl. unten) tritt 
der Unterschied zwischen den Vektoren erster und zweiter Art schârfer 
hervor, indem die ersteren vierkomponentig, die letzteren aber secbs- 
komponentig werden. 
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Zu pag. 64, Gl. (13). Mittels der Gl. (13) hat kurze Zeit vor der 
auf pag. 64 zitierten Arbeit von Cayley schon Hamilton die Dre- 
liungen nm einen Punkt im B^ auf Quaternionenniultiplikation zurûck- 
gefûlirt. Proc. Irisk Academy 11. Nov. 1844. 

Dièse Grleicliurig, durcii die wir eine beliebige Drelistreckung des 
cCj y, 2 Raumes um den Anfangspunkt x = y =-i2 = in kompendiôsester 
Porm darstellten, ist ein Sonderfall einer allgemeineren Darstellung, 
die die Drehungen eines vierdimensionalen Raumes um einen festen 
Punkt, oder aucli, bei Benutzung bomogener Koordinaten, unter an- 
derem die oo^ Drebungen und Verscbiebungen des gewôbnlieben drei- 
dimensionalen Raumes umfafst. Fur dièse Transformationsgruppen 
liefert die in Rede stebende Verallgemeinerung von GL (13) zugleicb 
eine sebr einfacbe rationale Darstellung durcb 6 Parameter (bzw. 1, 
wenn aucb Drebstreckungen des B^ mit einbegriffen werden). Die all- 
gemeinere Formel bat ûberdies den Vorteil grôfserer Symmetrie und 
Ûbersicbtlicbkeit. 

Ibre einfacbie Grundlage ist der mebrfacb benutzte Satz, dafs der 
Tensor eines Quaternionenproduktes gleicb ist dem Produkt aus den 
Tensoren seiner Bestandteile, unter dem Tensor einer Quaternion 

Q^Ai + Bj+Cl + B 

die frûber aucb als Streckung bezeichnete Grofse 



verstanden. (Dièse von Hamilton eingefûbrte Bezeicbnung (vgl. 
pag. 58) bat natûrlicb nicbts mit dem in der matbematiseben Pbysik 
beute ûblicben Tensorbegriff zu tun.) 
Sei nun eine Quaternion gegeben: 

V ^ xi + yj + 0h + Uy 

und eine zweite durcb das Quaternionenprodukt definiert: 

(1) r--Xi+Yh + Zj+U--Q,vQ, 

= {A^i+BJ + C,Jc + D,){xi + yj + zl + u){A^i + B,3 + C^l + D^). 

Hiernacb sind offenbar die Grôfsen X, Y, Z, U als bomogene 
lineare Funktionen der Grôfsen x, y, 0, u bestimmt, und es bestebt die 

Beziebung 

X'+Y^ + Z'+U'=^ T^ 

« {A,' + B,' + C,' + D,') (x' + y' + z' + ^') {A,' + J5/ + G,^ + D/) 



.^Ti^T.^T/ 
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Wir brauchen hier nur zu fordern, dafs 

sein soil; so stellen die linearen Transformationsformeln zwischeu 
X Tind X eine orthogonale Transformation des x^ y, ^, u Raxxmes dar, 
die ja bekanntlich durch die Bedingung 

(3) X'+Y' + Z'+U'^x' + y' + ^' + u' 

definiert ist. Sie ist eine Drehung, denn ihre Déterminante ist + 1, 
wie man durch Einzelmultiplikation mit Q^ und Q^ leicht nach- 
rechnet. Die Transformationsformeln enthalten zunâchst die acht 
Koeffizienten der Quaternionen Q^ und Q^ als Parameter, zwischen 
denen aber die Bedingung (2) besteht. Da ferner in der Gl. (1) nur 
das Produkt der Quaternionen Çi "^^^ Q2 vorkommt^, so bleibt sie un- 
verândert, wenn man Q^ mit einem skalaren Faktor l multipliziert 
und §2 ^i^ ^^^ nâmlichen Faktor dividiert^ man kann diesen Faktor 
z. B. so wâhlen, dafs . 

12 7T2 ^ 7^2 1 

Jl ±1 — ^a •''•2 — ^ 

wird, und hat dann die Drehung des R^ durch die sechs Parameter der 
zwei Einheitsquaternionen iQ^j QJX in einfacbster Weise dej&niert. 
Wesentlich ist^ daB sich dièse DarsteUung unmittelbar in rationaler 
Form geben lâBt, wie wir unten noch zeigen werden. 

L'âfst man dagegen die Koeffizienten von Q^ und Q^ beliebig, so 
enthâlt das Quaternionenprodukt (1) sieben Parameter; in diesem Palle 
fûhrt Grl. (1) auf die „Drehstreckungen des Ji^". Die Formel (13) er- 
gibt sich hieraus offenbar fur die spezielle Bestimmung 

und liefert aufser den Transformationsgleichungen (2) von pag. 57 dann 
noch die Beziehung U=^u. 

Wenn wir aile Koeffizienten der Quaternionen Q^j (?2; ^ und V 
und also auch A als réelle Q-rofsen betrachten^ so sind durch Grl. (1) 
und (2) die reellen Drehungen im B^ dargestellt; wir wollen sie im An- 
schlufs an eine ûbliche Ausdrucksweise der prcrjektiven Mafigeometrie 
als die „elliptischen" Drehungen bezeichnen. Neben dièse stellen wir 
eine andere Gruppe von KoUineationen des R^, die ,^hyperbolischen" 
Drehungen, indem wir U'^ms setzen und s als reeU annehmen, wo 
G) = ]/-- 1 (oder allgemeiner die Quadratwurzel ans einer negativen 
Grôfse) sein solL Darm ist die Bedingung erfdUt: 

(30 X'+Y' + Z'-^ œ^S' ^x' + y' + z' + cj's', 

die ausdrtickt, dafi ein reeller Kegel bei der Transformation unverândei-t 

bleibt, was eben die hyperbolischen Drehungen charakterisieren mag. 
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Um in diesem Fall réelle Transformationsformeln zu erhalten, mufs 
man, wie sicli durcli nâhere Bereclinung leicM ergibt, die beiden Quater- 
nionen Q^ und Q^ als „konjugierte'' wâhlen, die so zu definieren sind: 

Ç, ^(+Ai + Bj +CI + D) + m{A% + B'j + C'h + B'), 
Q, = (- Ai - Bj - Clc + D) + cD{Ai + B'j + Cl - D'). 

Die Transformationsformeln wîirden allgemeiner auch dann reell 
ausfallen, wenn Q^ nm einen reellen Faktor von dem in (4) angegebenen 
Ausdruck verschieden w'âre; aile môglicben Transformationen zerfallen 
hiernacli in zwei Arten, je naclidem ob dieser Faktor positiv oder 
negativ ist. Die der ersten Art bilden fur sicb. eine Gruppe^ bei den 
letzteren ist charakteristisch, daB dS/ds immer negativ ist; es ist daber 
nicht môglich., da6 dièse zweite Art die identische Substitution oder 
unendlich kleine Drehungen enthâlt. Deshalb wird es zweckmâBig sein, 
in der Définition der hyperbolischen Drehungen sicb. auf die erstere 
Gruppe zu beschrânken und also bei geeigneter Normierung nur die 
Formeln (4) ins Auge zu fassen. Fur die unten zu besprecbenden 
Lorentztransformationen bedeutet dies die naturgemâBe Beschrânkungy 
daB die Zeitskala in allen betracMeten Koordinatensystemen gleich- 
gericMet sein solL 

Obne Einschrânkung derAllgemeinheit kann auch in (4) ein Faktor A 
bzw. 1/A so gewâblt werden^ dafs T^^ = Tc/ wird. Damit aucb. IÇ^ und 
QJk konjugiert sind, mufs jetzt A eine komplexe Grôfse a -\- œl vom 
absoluten Betrag Ya^ — œ^b^ = 1 sein. Denken wir uns der Einfacli- 
heit halber die Quaternionen Q^ und Q^ scbon so normiert, so be- 
stebt also die Bedingung 
(4') AA' + BB' + ce + DB' = 0. 

Jetzt ist es leicht zu selien^ dafs wir mittels der Quaternionen- 
parameter zu einer rationalen Darstellung der Drehungen gelangen. 
Um nâmlich die Bedingung (2) identisch zu erfûllen^ setzen wir statt 
(1) die Transformationsgleichung an: 

(10 {Xi +T3 + zi + <.s)^ M^i±yl+i^+^ii3. , 

wo aber nun wegen (4') 

T,T^ == T^^ = T/ ^A^ + B^^œ + B^ + (d\A:^ + J?''+ C''^+B'% 

also rational in den Parametern A, A\ . , wird. 

Nach. (4') ist nun ferner etwa D' ein rationaler, homogener Aus- 
druck ersten Grades in den sieben ûbrigen Parametern, fûhrt man ibn 
in die rechte Seite von (1') ein, so wird dièse, da sie in den acbt 
Parametern von Q^ und Q^ homogen vom Grade NuU ist, eine Funktion 
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blofs der sechs Verh'âltnisse von Â, A.\ B, B, C, C, D, und (1') 
fûhrt also in der TJaat zu einer rationalen Darstellung der hyper- 
bolischen Drehungen darch sechs Parameter. 

Dièse hyperbolisclien Drehungen stehen nun in naher Beziehung zu 
Pragen der modernen Physik, zu denen die Entwicklung der Elektro- 
djnamik gefûkrt hat; dies war fur uns der Anlafs, sie kier zu be- 
sprecben. Wir gewinnen fur die Wabl <d^ -= — c\ wo c die Licbt- 
geschwindigkeit bezeich.net, eine rationale Darstellung fur den wesent- 
lichen Bestandteil in der Gruppe der von Poincaré sogenannten „Lorentz- 
transformationen'; die nur noch durch Hinzunahme einer willkurlichen 
Verschiebung des Anfangspunktes zu vervollst'ândigen ist. Sie spielt 
fur die Elektrodynamik und die an dièse sich anschliefsenden Pragen 
die gleiche Rolle, wie fur die klassische Mechanik die Gruppe, die sichi 
aus den einmaligen Drehungen und Verschîebungen des Koordinaten- 
systems und den gleichfôrmigen Translationen desselben zusammensetzt, 
indem sich die elektrodynamischen Grundgleichungen invariant verhalten, 
wenn die Lorentztransformationen auf die Raumkoordinaten Xj y, z und 
die Zeitkoordinate s angewendet werden. Dièse Invarianz ermoglicht 
eine systematische Entwicklung der Elektrodynamik bewegter Medien, 
wie sie durch das „Relativitâtsprinzip" gefordert wird. Ihre physi- 
kalische Bedeutung wurde erkannt durch dieArbeiten von H.A.Lorentz, 
Versuch einer Théorie der elektrischen und magnetischen Erscheinungen 
in bewegten Kôrpern, Leiden 1895 (2. Auflage Leipzig 1906); A. Ein- 
stein, Annalen der Physik 17, 1905, pag. 891. Die Gruppeneigen- 
schaft der Lorentztransformationen betont zuerst H. Poincaré, Rend. 
del circolo mat. di Palermo, 21, 1906, pag. 129; vom Standpunkt der 
vierdimensionalen Vektorauffassung endlich, zu der die ol)ige Darstellung 
einen Beitrag liefern soll, gehen die Entwicklungen von H. Minkowski 
aus: Gottinger ISTachrichten 1908, pag. 53 und dessen Vortrag: Raum 
und Zeit, Jahresbericht der deutschen Matheniatikervereinigung 18, 1908. 

Geht man in den Gleichungen (4) zu dem Grenzfall «^ = ûber 
und lâfst zugleich s und S von der Ordnung l/to^ unendlich werden, 
so erhâlt man eine Gruppe von Transformationen, bei denen co^s -^ co^S 
und die als „parabolische^^ Drehungen des B^ bezeichnet werden kônnen. 
Deutet man n'âmlich die Transformationsformeln im li^, als dessen 
Koordinaten man die Quotienten x/co^s, y/o^s^ BJmH ansieht, so steUen 
sie die Gruppe der oo^ linearen Orthogonaltransformationen unserer 
gewôhnlichen (der parabolischen) Géométrie, dor Drehungen und Yer- 
schiebungen, dar. Bei der gleichen Abbildung wurden die vorher 
behandelten elliptischen und hyperbolischen Pâlie auf die linearen 
Orthogonaltransformationen des iî« fûhren, die zu elliptischer, bzw. 
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liyperbolisclier MafsbestimmTing gehôren; bekanntlich rerstekt man ja 
darunter die KoUineationen, bei denen eine imaginâre (Grl. 3) bzw. 
réelle (Gl. 3^) Flâche zweiter Ordnung unverândert bleibt. 

Zu den ^^parabolischen" Drebungen des R^ fûhrt endlicb aucb der Grrenz- 
fall, in dem œ^ unendlich wird und zugleicb A', B', G\ B' von der Ord- 
nung 1/co^ verschwinden^ wâhrend jetzt x^y^z^s endlicb bleiben, und zwar 
.s = 8 wird. Man erhâlt noch eine weitere Deutung dieser Gruppe, wenn 
man s (== S) als Zeitkoordinate, dagegen x, y, z bzw. X^ Y, Z als Raum- 
koordinaten auffafst. Fûgt man n'âmlich nocb eine willkûrlicbe Ver- 
schiebung des Koordinatenanfangspunktes der Raum- und Zeitmessung 
zUj so resultiert die schon oben erwâhnte oo^^ fâche Grappe, zu der 
sich. die Newton'scbe Mecbanik invariant verhâlt^ sie bildet in der That 
den Grenzfall der Lorentzgruppe bei unendlich grofser Lichtgeschwindig- 
keit c, Als Untergruppe ist hierin natûrlich wieder die Gruppe der 
Drehungen im B^ enthalten, fur die A\ B', G\ B' identisch ver- 
schwindeU; wobei unsere aRgemeineren Gleichungen (1) und (4) in die 
frûhere (13) ausarten. 

Die Gleichungen (4), (4')^ (1') umfassen auch die vorher behandelten 
.„elliptischen^^ Drehungen^ nâmlich fur positive Werte von co^, also reeUe 
Werte von cù^ fur die die konjugierten Quaternionen Q^^ Q^ zu zwei 
beliebigen reellen Quaternionen werden. Ohne Beeintrâchtigung der All- 
gemeinheit kann man also sagen^ dafs die charakteristischen Unterfâlle: 

03- = 1, 03^ = ■— 1, 03^ ==: oder oo 

gerade die elliptischen, hyperbolischen, parabolischen Drehungen des B^, 
bzw. die allgemeinen linearen Orthogonaltransformationen des B^ bei 
•entsprechender Mafsbestimmung reprâsentieren. 

Die Verwendung der Quaternionen zur DarsteRung der Drehungen 
im B^ hat zuerst Cayley bemerkt^ unter Beschrânkung auf den eUip- 
tischen FaU. (1). (On the homographie transformation of a surface of 
the second order into itself^ Philos, magazine VII, 1854, papers, t. Il 
p. 135; und Recherches ultérieures sur les déterminants gauches^ Journal 
f. Math. t. 50, 1855, papers t. II p. 202.) Die geometrische Deutung hat 
Klein hinzugefiigt (Zur nicht-euklidischen Géométrie, Math. Annalen 37, 
1890). Der allgemeine Ansatz riihrt von Clifford her (Preliminary 
sketch of biquaternions, Proceedings of the London Math. Society, 
Vol. IV, 1873, papers London 1882, p. 181) und ist durch Study 
systematisch entwickelt worden (Von den Bewegungen und Umlegungen, 
II, Math. Annalen 39, 1891). Wegen der ferneren Litteratur vergleiche 
man die Zitate bei Study, Encykl. d. math. Wiss. I, A, 4, insbesondere 
Nr. 35 der franzôsischen Ausgabe des Artikels (dort I, 5). 
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Zu pag. 68. Die Schlufsbemerkung iiber ^invariantes Denken und 
invariantes Rechnen'^ mocliten wir heutzutage nacli der Bedeutung, die 
die Vektorreehnung inzwischen gewonnen liât (vgl. auch den Zusatz 
zu pag. 142), jedenfalls nicht in dem Sinne aufgefafst wissen, dafs das 
invariante vektorielle Rechnen als etwas Nebensâchliches erscheint. 

Zu Kap. IIL 

Zu pag. 138. Es scteint uns, dafs die Ableitnng der Euler'scben 
Grleiclinngen anf S. 138 f. noch nicht mit der wûnscbenswerten Ûber- 
sichtlichkeit erkennen lâfst; dafs sie in der That nichts anderes als ein 
analytischer Ansdruck fur die Impnlsgesetze sind. Deshalb moge die 
Ableitung Mer in knapperer Form nochmals folgen, wobei wir die 
Schreibweise der Vektorreclinung benutzen. 

Wegen der Rotation B bat ein beliebiger im Kreisel fester Punkt^ 
dessen Koordinaten x, y, z wir in ûblicher Weise durcbi den vom An- 
fangspunkt ans gezogenen Vektor r bezeichnen, nach dem Schéma (3) 
anf pag. 41 die Geschwindigkeit C/"= F(JRr) im Raunie, un ter dem 
Symbol F wie anf pag. 138 den anf pag. 61 erklarten Begriff des 
vektorieHen Produktes verstanden.*) Andererseits bewegt sich ein be- 
liebiger im Raume fester Punkt ï' mit der Geschwindigkeit 

Cr' = -F(i2rO==F(rTi) 

gegen den Kôrper. Ein solcher Punkt ist der Impulsendpunkt / im 
krâftefreien PaU. Deshalb folgt fur dessen Geschwindigkeit relativ zurn 

also die Grl. (2) von pag. 140. Ist andererseits der betrachtete Punkt 
im Raume nicht fest, sondern hat die Geschwindigkeit W^ so hat er 
im Korper die Geschwindigkeit V + W, Pur den Impulsendpunkt ist 
dièse Geschwindigkeit W auf Grund des zweiten Impulsgesetzes gleich 
dem Moment der Kr'âfte, A, es folgt daher die GI (3), pag. 141: 

die nach (3') und (3") eben das System der Euler'schen Gleichungen 
in vektorieUer Passung bedeutet. 

Die Euler^schen Gleichungen sind hiemach ein prâgnantes Beispiel 
fur ein Gleichungssystem, dessen eigentHches Wesen in seinem Vektor- 
charakter liegt. Ûberhaupt ist die Vektorentheorie gerade derjenigen 
Porm der FragesteUung angepafst, die wir an die Spitze der Behand- 

*) Statt F(JBr) ist jetzt die Schreibweise [Er] ûblicher. 
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lung des starren Kôrpers stellten: der Frage nach den Verlagerungen 
des Impulsvektors. Dafs wir von der Benutznng dieser Reclinuiigsart 
absahen, liegt wesentlicli daran, dafs sie sicli erst im Laufe der letzten 
zehn Jahre mehr und mehr eingebûrgert hat, insbesondere seit sie sicli 
in der theoretischen Elektrodynamik als unenibehrliclies Hilfsmittel er- 
wiesen h.at. Man darf allerdings bei ihrer Einscbâtzung nicht ûber- 
sehen, dafs fur die wirkliclie Bebandlung der Grleichungen^ besonders 
ibre Intégration, der Ûbergang zu den Koordinatengleicbungen doch 
meist erforderlich. wird. In konsequenter Weise wird die Vektorrech- 
nung fiir die Kreiseltbeorie in einigen neneren Ârbeiten benutzt, wir 
nennen: Poppl, Lôsnng des Kreiselproblems mit Hilfe der Vektoren- 
recbnnng, Ztschir. f. Matb. u. Phys., 48, 1903; Stûbler, Der Impuls 
bei der Bewegung eines starren Kôrpers, ibid. 54, 1907. 

Zu pag. 142. Die einfache Auffassung der Euler'scb.en Grleiebnngen 
als Ausdruck fur die Impulssâtze findet sick kurz vor Hayward (1856) 
schon bei Saint-Gruilkem, Journ. de math. (1), 16, p. 347 (1851)^ 
und ibid. (1), 19, p. 346 (1854). Fur die Gesckiclite der Euler'scben 
Gleicliungen Tgl. Encykl. d. matb. Wiss. IV, 6 (Art. Stâckel), Nr. 30. 

Zu Kap. V. 

Zu pag. 315. Das Moment Gr^\ das wir in Kap. III, § 5 als 
Deviationswiderstand, bei den spâteren Anwendungen als Kreiselwirkung 
bezeicbnen, nennt Herr Koppe „induzierte Kraft^^ in der auf pag. 315 
in der Fufsnote ff) zitierten Arbeit, wo auf die Wicktigkeit dièses 
Moments zum elementaren Verstândnis der Kreiselerscbeinungen kin- 
gewiesen ist. Koppes Hinweis stekt in vollem Einklang mit unserer 
eigenen Auffassung (vgl. die tJbersckrift von § 1, Kap. IX, wo die frag- 
liche Formel kurzweg als die wicktigste der Kreiseltkeorie bezeicknet 
wird, sowie aile folgenden technischen Anwendungen, bei denen durck- 
gekends dièse Formel, bzw. ikre Verallgemeinerung, benutzt wird). In 
einer Bespreckung der ersten beiden Hefte unseres Buckes (Ztsckr. 
£ d. pkys. u. ckem. Unterrickt, Nov. 1898) und in den Berickten der 
Berliner matkematiscken GeseUsckaft, 1, 1902 kat Herr Koppe eine 
nockmalige vereinfackte Ableitung dièses Moments gegeben, die mit der 
unsrigen wesentlick ûbereinstimmt und mit der wir also duxckaus ein- 
yerstanden sind. 

Zu pag. 337. Von der asymptotiscken Bewegung des „aufreckten^^ 
Kreisels, die fur unser nackfolgendes Stabilitâtskriterium wesentlick 
wird, ist angegeben, dafs sie bisker eigentumlicker Weise nickt bemerkt 
zu sein sckeint. Demgegenûber ist auf A. G. G-reenkill, Applications 
of elliptic functions, London 1892, pag. 243, § 226 E, kinzuweisen; 



946 Zusâtze Tind Ergânzungen, 

hier wird die Moglichkeit der elementaren Berechnung der betreffenden 
Bahnkurve dargethan, dem TJmstande entsprechend, dafs ein sogenannter 
pseudo-elliptisclier Fall vorliegt; der gestaltliche, asymptotische Charakter 
der Bewegung wird dort aber nicht nâher diskutiert, 

Zu pag. 341. Die durch die Formeln (20) dargestellten Bewegungs- 
kurven kônnen, wie Herr Eoppe in der zitierten Besprecbung bemerkt, 
und wie aucb aus den nach der Méthode der kleinen Scbwingungeii 
abgeleiteten Grleicbungen (10), pag. 368, folgt, in den stabilen PaUen 
N^ — 4ÂP> ebenfalls als Epi- oder Hypocjkloiden (nâmlich als 
Ûberlagerung zweier ungedâmpfter Zirkularschwingungen) aufgefafst 
werden. AUerdings nehmen sie nur dann dièse einfache Form an, 
wenn man Griieder von der Ordnimg £, die zugleich die von 1 — îi ist, 
neben den Gliedern der Ordnung Ys, bzw. Yï—u vernachlâssigt. 
Mit dieser Einscbrânkung kônnen wir also aucb hier der Bemerknng 
von Herrn Koppe beistimmen. Die Geschwindigkeiten der Prâcession 
und Nutation sind von den bei beliebiger Neigung der Figurenaxe 
eintretenden verschieden. 

(Man erkennt die Ûberlagerung, wenn man die in (20) dargestellte Knrve 
dnrch aenkcecMe Projektion (die in dem vorliegenden Falle, wo die Knrve ganz 
in der Nàhe des Nordpols verlâuft, mit der stereographischen vom Sûdpol aus 
zusammenfâllt) auf die Horizontalebene abbildet. In der Abbildung wird 

r^ = sin^ d'^l — u^- = {l + u)(t-~u\ 

also, da u nahezu gleich 1 ist, bei Yernacblâssigung von Gliedern hôherer Ordnung: 

r» = 2 (1 — tfc) =:= 2 (l — îtg — £ sin —)• 

Hieraus ist zunàciist ersichtlich, dafs 1 — u^ und s als kleine Grôfsen zweiter 
Ordnung in den linearen Dimensionen aufzufassen sind. Wir schreiben daher die 
zweite Gleicbung von (20) mit Unterdrûckung aller G-lieder, die als von zweiter 
Ordnung erkenntlicli sind: 



mit den Abkûrzungen 



Nun bilden wir: 



2 J. ' '^ w^ 

Wj^ = s — (1 — Uq) sm — , 



U\ = y(l — Uq)^ — s^ cos 



(x + iyf = Th'% 



WO X und y die Koordinaten der Kreiselspitze in der Horizontalprojektion bedeuten, 
mittels der Identitât: 

i arctg — * , . 



Yw^^ + w^'- 
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•Hier ist 



-=y B^ sin^ ^ — 2 £ (1 — i^o) sin — + (1 ^ u^)\ 



= 1 — Wfl — s sm — = — 
Also wird 



.. w + iV" 



.2,2iv = 2e '^ 



r e 



[y(l - ^.o)^ - B^ cos ^^ + ^ (a - (1 » ,,,) sin ^*)] • 



Durch Einfûhrung zunaclist des Arguments 7f/2 — ictlco und tjbergang zur Hâlfte 
dièses Arguments lautet die [— ] in dieser Gleichung 

2 1/(1 — u^^— 8^ sin -^^i--— ™^ cos ~-^- ^ 

= ^ ( y 1 -~ w. + £ sm îc 1 y 1 — î^ft — £ cos tû • 

\ 4û) " écû J 



Endlich 






re ^ = 2yte lyl — Wq + Bsm^ ■— \-^yl — Uq — s costt —- i- 

Statt dessen kann noch geschrieben werden: 

^ + *2/ = (l/l — Wo + « + yi — Uo--s)e ^^^ 

+ (yi - wo + £ - 1/1 — *^o -^) « ^"^ ^ • 

In den stabilen Fallen JV^— 4JLP>0 ist nun o nach (17) pag. 339 reell 
und daher durch die obigen Gleichungen die Bahn der KJreiselspitze in der That 
als Superposition zweier reinperiodischer Zirkularscbwingungen, d. h. als Epi- oder 
Hypocykloide, dargestellt.) 

Zu § 6. Den Begriff der Stabilitât behandelt eine wiclitige Arbeit 
von D. J. Korteweg: Ûber Stabilitât periodisch ebener Babnen, 
Sitzungsber. d. Wiener Akad., Mai 1886, die die Verfasser seinerzeit 
leider ûbersehen hatten. 

Die Korteweg' sche Définition der Stabilitât deckt sicb mit der 
Routh'scb.en. Gegen die Définition von Thomson und Tait macht 
Korteweg denselben Einwand, der hier pag. 348 Anm. erhoben ist. 
Die Notwendigbeit der Berûcksiclitigung hôherer Glieder wird ebenfalls 
bei Korteweg stark betont und, was wichtiger ist, dièse Glieder 
werden wirklicL. berûcksichtigt und die Entscheidung ûber Stabilitât 
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oder McMstabilitât Dicht allein auf Grund der Glieder erster Ordnung 
gefâllt. Aueli der Begriff der praktisclien Labilitât (bei tbeoretiscber 
Stabilitât) ist bei Korteweg angedeutet, vgl. § 24 der Arbeit. 

Zu pag. 350. Wir môcbten niclit den Anscliein erwecken, als ob 
die Entscbeidung, ob stabil oder labil, stets eindeutig und naturgemâfs 
ausfiele, wenn man unsere Définition akzeptiert. Herr Korteweg 
bat uns auf ein Beispiel aufmerksam gemacbt, bei dem man nacb dem 
geometriscben Anblick der gestôrten Babnkurven Yon Instabilitât oder 
mindestens Indifferenz sprecben wûrde, wo aber die analytiscbe Prûfung 
mittels ïinserer Définition Stabilitât ergibt. Es handelt sich um den 
Fall der Centralbewegung eines einzelnen Massenpunktes (s. pag. 347) 
fur ^ = — 3. Die Anziebungskraft sei dementsprechend — fjr^. Die 
Bewegung des Massenpunktes wird durch die folgenden beiden Grlei- 
cbungen bestimmt, in denen r und (p Polarkoordinaten mit dem Pôle 
im Anziebungscentrum sind: 

(1) r\' = c, 

(2) rV' + /^-;.4 = 27»; 

C ist die Konstante des Plâcliensatzes, h die der lebendigen Kraft, 
wâbrend die Masse des Punktes gleicb 1 genommen ist. Ans (1) und 

(2) ergibt sicb 

(3) /^=2A4--J^- 



Als spezieller Fall kommt die Kreisbewegung (/ = 0) vor. Sei a der 
Radius des Kreises, so ist die Centrifugalkraft aq)'^ =- c^ja^. Dièse 
mufs durcb die Anziehungskraft —flà aufgeboben werden. Es mufs 
also /* =« c^ und folglicb nach (3) /i = sein. Wir betrachten nun 
z. B. eine gestorte Bewegung, fur welche h ebenfalls ISTull (konservative 
Stôrung), aber f=^c^, also etwa f-^c^^s^ ist Gl. (3) ergibt dann 

(4) rr = 6. 
Durch Vergleicbung mit (1) scbliefst man 

(5) 1 dr s . ^ T^' 

wo die Integrationskonstante C gleicb a genommen werden kann. Die 
Babnen sind also logaritbmisclie Spiralen, welche vom Punkt aus- 
gehend den urspriinglichen Kreis a schneiden und sich ins Unendliche 
Terlieren. Der Kreis r = a ist bei diesen Bahnen durchaus nicht aus- 
gezeiehnet. Dies gilt. fur jeden noch so kleinen Wert von a, nur dafs 
bei abnehmendem s die Windungen der Spiralen immer enger werden. 
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Fur £ =- aber folgt r = C, also eine Kreisbalm, und zwar die ur- 
sprûngliche; da wir natiirlich auch die Storung der Lage des Punktes 
zu Null abnelimen lasseu. 

Der Limes der gestorten Bahn ergibt sict so auf analytiscbem 
Wege als identisck mit der ursprûnglichen (das Gleiche wûrde aucli 
fur einen beliebigen nicht-konservativen Anstofs gelten). Geometrisch 
wird man allerdings kaum den einzelneu Kreis als Limes der sich 
successive verengernden logarithmisclien Spiralen gelten lassen-, nur da 
dièse in der Grenze im Ganzen nicbt mehr eine einzelne analjtiscbe 
Kurve darstellen^ wird man bei dem analytischen Grenzprozefs auf den 
Kreis gefûbrt. Trotzdem miifsten wir, wenn wir den Wortlaut unserer 
Définition analytisch auffassen^ die Kreisbalin r == a als stabil bezeiclmen. 

Anders liegt die Sache im Falle ^< — 3; kier treten asymptotische 
Bahnen auf (Spiralen, deren Windungen vom JSTuUpunkt und vom Un- 
endlicben ausgebend am Kreis r = a sicb unbegrenzt von beiden Seiten 
lier bâufen; im Pall w = 3 waren die entsprechenden Spiralbabnen niclit 
als asymptotische zu bezeiclmen , da sie in der Grenze nicht mehr 
analytische Kurven waren und nicht einen festen Kreis als Limes 
hatten). Der Grenzûbergang kann fur n < — 3 so eingerichtet werden, 
dafs der Limes der gestorten Bahn auch in analytischer Fassung nicht 
die ursprûngliche Bahn, sondem eine solche asymptotische Bahn vrird. 

Im Gebiet der Gleichgewichtsaufgaben ist der Begriff des ,,indiffe- 
renten Gleichgewichts^^ allgemein gelâufig^ w'âhrend er im Gebiet der 
Bewegungsaufgaben bisher nicht ûblich ist. Man wird den obigen Fall der 
Centralbewegung fur n = — 3 und âhnliche in durchaus entsprechender 
Weise auch als ^^indifférente Bewegungszustânde'^ bezeichnen kônnen. 
In der That stimmt er in mehrfacher Hinsicht mit dem FaR des kr'âfte- 
freien ruhenden Punktes ûberein, wenn man die Bewegung auf ein mit 
gleichfôrmiger Geschwindigkeit tp' rotierendes Koordinatensystem bezieht. 

Wenn wir unsere Ausfûhrungen in den §§ 6 bis 8 zusammen mit 
dem obigen Beispiel ûberblicken, so kommen wir zu dem Ergebnis, 
dafs die Mannigfaltigkeit der môglichen Bahnen und Bewegungszustânde 
viel zu grofs ist, um in bestimmte Kategorien, wie stabil, labil oder 
auch indiffèrent, ohne Zwang eingeordnet werden zu kônnen. Jede 
solche Définition wird in gewissen FâUen der naturlichen Auffassung 
widersprechen. Davon wollen wir auch unser Stabilitâtskriterium in 
§ 6 nicht ausnehmen. 

Zu pag. 353. Der Ausdruck „praktisch instabil^^ ist zuerst von 
W. Gibbs, 1876, gebraucht. Vgl. die deutsche Ausgabe einiger im 
Original gesondert erschienener Abhandlungen: Thermodynamische 
Studien, Leipzig 1892^, pag. 94. 
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Zu pag. 376. Bei der Besprechmig der besonderen. Falle der Be- 
wegung des scliweren nnsymmetrisclierL Kreisels^ die der vollstandigen 
analytischen Behandlung zngânglicli sind, ist in unserer DarsteLluDg der 
Fall der Frau Kowalevski etwas zu kiirz gekommen (wie Herr 
F. Kôtter in seiner Schrift hervorhebt: Bemerkimgon zu F. Klein^s 
und A. Sommerfeld's Buch liber die Théorie des Kreisels, Berlin 
1899^ Mayer & MtilLer). Dies lag nicht nur daran, dais wir 7ai cliesem 
Falle keine eigenen Entwicklungen zu geben hatten^ sondern aucb 
daxan; dafs sich bier^ wie es scheiiit^ nicM durch eiiifoebe geoinctriscbe 
Betrachtungen, wie in den anderen bebandelten Filllen^ die Durchfûhr- 
barkeit der Intégration auf Grund der Impulssiltze einaehen lâfet. Die 
voUstândige Bebandlung des Falles aber wûrde zu lange analytische Aus- 
fûhrungen erfordert baben. 

Von der in der Anmerkung zitierten Arbeit von F. Ko t ter sei 
nocb insbesondere hervorgeboben, dafs der Vertasser, naclx Kichtig- 
stellung der Kowalevski'scben Formeln, die Zusammenaetzung der Be- 
wegung des Kreisels im Kowalevski'scben Fall ans zwei einfachen 
Drehungen erkannt bat: Drebung eines neuen Axensyntenis mit kon- 
stanter Vertikalkomponente der Drebgescbwindigkeit und Drebung ura 
eine Axe des eingefûbrten Systems. 

Zu pag. 377 f. Aucb in neuerer Zeit sind eine grofse lieihe von 
Arbeiten ûber das Integrationsproblem des scliweren unsynimetriscben 
Kreisels, wie aucb uber die Bewegung des unsynimetrischeu Kreisels 
bei verallgemeinertem Kraftgesetz publiziert worden^ in dontm integrable 
Sonderfâlle bebandelt werden. Beztiglicb aller dieser Arboiten ver- 
weisen wir auf den erst spâter erscbeinenden zusammeiifasHc^nden Bericbt 
von St'âckel: Rotation starrer Korper nnd Verwandtes, Encyklopadie 
der math. Wiss. IV, 13. 

Mebr an die Art der Fragestellung, die im § 9 dc^s Kap. V voran- 
stand, sebien eine Untersucbung von Scbiff (Moskau, mafcb. Sammlung, 
Bd. 24, 1903) anzuschliefsen, die nacb allen den Bewegungen fragt, bei 
denen der Impulsvektor konstante Lange behillt. Indessen bat sicb 
dessen Meinung, dafs solcbe Bewegungen von grofser Allgemeinheit 
existieren, als irrig erwiesen; wie Stâckel gezeigt bat (Die redu- 
zierten Differentialgleicbungen der Bewegung des sehweren unsym- 
metriscben Kreisels, Math. Annalen 67, pag. 399^ 1909), fubrt die 
genannte Fragestellung nur zu den Staude'scben permanenten 
Drebungen, bei denen nicbt nur die Lange des ImpulBvektors, sondern 
aucb seine Lage relativ zum Korper erbalten bleibt. Es bleiben also 
dièse permanenten Drebungen die einzigen bekannten Bewegungen des 
allgemeinen scbweren, unsymmetriscben Kreisels. 
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Andererseits ist aber die Frage nacli den Fâllen von spezieller 
Massenverteilungj die ein drittes algebraisches Intégral zulassen, neben den 
beiden, die die Konstanz der Energie und die Konstanz der Lnpulskom- 
ponente fur die Vertikale ausdrûcken, weiter gefordert worden. Wâlirend 
die Untersucbungen von R. Liou ville (vgL pag. 377) noch. nicM voll- 
st'ândig waren.; hat E, Hnsson (Annales de Toulouse 2^ série, Vin^ 
1906: ReciLerches des intégrales algébriques . . . und Acta niatb. XXXI, 
1908: Sur un tbéorem de M. Poincaré . . ,) bewiesen, dafs aufser den 
bereits bekannten FâUen kein weiterer mebr existiert, in dem ein 
drittes Intégral môglicli ist. Es bleiben also in der That der Euler'sche 
FaE (Schwerpunkt im Aufhângepunkt), der Lagrange'sche PaU (sym- 
metriscber Kreisel) und der von Frau Kowalevski die einzigen, die der 
vollst'ândigen Behandlung bisher zug'ânglich sind. Wâbrend der Beweis 
von Husson transcendente Metboden benutzt, âbnlicb denen, die 
von Poincaré zur Himmelsmeclianik entwickelt sind, bat neuerdings 
P. Burgatti einen elementaren Beweis des Tbeorems gegeben, unter 
blofser Verwendung algebraiscber Mittel (Dimostrazione deUa non 
esistenza d'integrali algebrici . . ., Rend, del circolo matem. di Palermo, 
t. XXIX, 1910). Die beiden Beweise ûbrigens stiitzen sich auf einen 
scbon von Poincaré aufgesteUten Satz (Les nouvelles méthodes de la 
mécanique céleste, t. I), dafs, ausgenommen im Fall des krâftefreien 
Kreisels, die Grleicblieit zweier Hauptrâgbeitsmomente Vorbedingung 
fur die Existenz des dritten algebraischen Intégrais ist. 

Da also keine Aussicbt ist, durch die Intégration weiterer Sondei*- 
fâlle tiefer in das unbekannte Gebiet der Bewegungen des scbweren 
unsymmetrischen Kreisels vorzudringen, wird um so mehr der Versuch 
qualitativer Diskussionen am Platze sein, der pag. 391 empfoblen war. 
Die in dieser Ricbtung bisher vorliegenden Ansâtze beschrânken sich 
auf die Behandlung kleiner Schwingungen, die sich, durch Stôrungen 
erregt, bekannten Bewegungen ûberlagem. Die kleinen Schwingungen 
eines unsymmetrischen Kôrpers um seine Gleichgewichtslage (bei vertikal 
nach unten gerichteter Schwerpunktsaxe), die sich bei Beschrânkung 
auf die Glieder erster Ordnung natûrHch ohne sonderliche Schwierig- 
keit behandeln lassen, untersucht M. Lecornu (Sur les petits mouve- 
ments d'un corps pesant, BuU. de la Soc. math, de France, 30, 1902). 
Wir erwâhnen die XJntersuchung, da der Verfasser (unabhângig von 
der Staude'schen Arbeit) ebenfalls zur Aufstellung der Bedingung 
fur die permanenten aufrechten Drehungen gelangt, und zwar in 
folgender abweichenden Fassung: Permanente Rotationsaxen kônnen 
die durch den Stûtzpunkt gezogenen Axen sein, die die Eigen- 
schaft haben, fur irgend einen ihrer Punkte Hauptaxe zu sein. Die 
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Identitât dieser Bedingung mit der Staude^schen lâfst sicli leicht 
îiachweisen. 

BewegungeiL eines naliezu symmetrisclieii Kreisels behandelt 
M. Winkelmann (Zur Théorie des MaxweU'sclien Kreisels, Diss. 
Gôttingen 1904) durch Aufstellung der ),Stôruiigen erster Ordiiung" (in 
der Ausdrucksweise der Astronomie), wobei die Bewegung des sym- 
metrischen Kreisels als nngestôrte zu Grunde gelegt wird, allerdings 
ohne bis zur Fehlerabschâtzung oder Untersucbung der Gûltigkeits- 
dauer der aufgestellten Gleiclningen vorzudringen. Wir wollen endlicb 
noch auf die in Richtimg der numerischen Durchfûlirung weitergebende 
Bebandlung der Kreiselprobleme in der astronomiscben Litteratur bin* 
weisen, in der sicb aucb einzelne Ans'âtze zur nâberungsweisen Behand- 
lung des scbweren unsymmetriscben Kreisels finden (z. B. Cbarlier, 
Eine neue Metbode zur Bebandlung des Rotationsproblems, Arkiv for 
Matematik, Kopenbagen, IV, 1908). 

Zu pag. 379. In der Fragestellung, die wir beim Hefs'scben Fall 
voranstellten, nâmlicb unter welcben Bedingungen es moglicb ist, dafs 
der Impulsvektor dauernd senkrecbt zum Scbwerpunktsvektor stebt, 
sind, wie Herr Stâckel bemerkt (Matb. Annalen 67, pag. 423), die 
einfacben Pendelungen von Korpern mit passend gewâblter Massen- 
verteilung entbalten, die Mlodzjejewskij (vgl. Fufsnote pag. 378) 
erwàbnt bat. Unter Pendelung ist bier der Fall zu yersteben, in dem 
der Kôrper gerade wie ein pbysikaliscbes Pendel um eine borizontale 
Axe scbwingt, wâbrend aber nur ein Punkt dieser Axe unterstûtzt ist. 
Ans Symmetriegrûnden ist ersicbtlicb, dafs dièse Bewegung immer dann 
eintritt, wenn der Scbwerpunkt in einer Hauptebene des Kôrpers liegt 
und dem Kôrper zu Anfang eine Drebung nur um die dazu senkrecbte, 
borizontal zu légende Hauptaxe erteilt wird. Die Bewegung fordert 
also eine Bedingung fur die Massenverteilung (Scbwerpunkt in einer 
Hauptebene), drei fur die Konstanten der Bewegung. Der Impulsvektor 
fâEt bier dauernd in die auf dem Scbwerpunktsvektor senkrecbte 
Hauptaxe, bat aber verânderlicbe Lange, wâbrend er bei den Staude'scben 
permanenten Drebungen aucb in eine feste Axe des Kôrpers fâUt und 
konstante Lange bebâlt. Bei der Ableitung der Hefs'scben Bedingungen 
war dieser PaU. ausgescblossen, da dort angenommen wurde, dafs der 
Impulsvektor wâbrend der Bewegung einen beliebigen Strabl der (im 
Kôrper festen) Normalebene zum Scbwerpunktsvektor wirklicb bestreicbt, 
wâbrend er bier in einer ausgezeicbneten Geraden dieser Ebene dauernd 
verbarrt. 
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Zu Kap. Tï. 

Zu pag. 420. Die niathematische Seite der Théorie des sym- 
metrischen Kreisels, vom Standpunkt der Théorie der elliptischen Funk- 
tionen aus, hat Grreenhill weiter verfolgt, durch Untersuchung ins- 
hesondere solcher Pâlie, in denen die durch '^'-Quotienten dargestellten 
Kreiselkurven (Bahnkurven der Kreiselspitze, bzw. Herpolhodie oder 
Impulskurven) algebraische Kuryen werden (z. B. Annals of mathematies, 
5; 1904). 

Zu pag. 472. Herr F. Kôtter bemerkt in der pag. 950 zitierten 
Schrift, dafs die Formeln (40), die die neun Richtungskosinus bei der 
Bewegung des kraftefreien unsymmetrischen Kreisels durch '^-Quotienten 
darstellen, Versehen enthalten. Es mufs in der zweiten Grleichung des 
Systems vor den Bruch der Faktor — i statt i treten^ aufserdem sind 
•die fur c und c' angegebenen Formeln zu yertauschen^ also zu setzen: 



'0'(ca + *s)'9'(t) 



2co 



{t + i(o' — is) 



C ==: 



' '0' {is — tco' + £o) -ô" (t + i (ù) 
d^iis- 



-{t -{-i w' — i s) 



• IGi -j- oo) -O* (^ -(- icù) 

Um das so korrigierte System gegen die Jacobi'schen Formeki (vgL 
Anm, auf pag. 473) zu orientieren, stellen wir folgende TabeUe zn- 
sammen : 



Bezeichnung von 


Jacobi: 


Unsere Bezeichnung: 


m 




Hi) 


K, K' 




a, a' 


a 




a' — s 


K + *'«' 




{a+iV)e ^ ""' 


/3 + ^/3' 




{a + il)e ^ '•"> 


V + iy 






Jf a" 


/' 


c, c, c". 



Eine formai einfachere Gestalt haben die Jacobi'schen Formeln 
noch durch die Benutzung der Funktionszeichen 0, H^ und 0^, die 
mit H in den bekannten Beziehungen stehen: 






H,(0=-H(^+(d), 

Klein-Sommerfeld, Kroiselbowegung. 



ei(^) = e(^ + œ). 
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Zu pag. 486. Der hier beginnende zweite Beweis des Jacobi'schei}/ 
Tteorems ist schon frûlier von F. Caspary gegeben worden. Vgl. 
Darboux Bulletin (2) 1% 1889: Sur les expressions des angles d'Euler, 
de leurs fonctions trigonométriques et des neuf coefficients d'une sub- 
stitution orthogonale au moyen des fonctions thêta. (Siehe auch unten 
zu pag. 511.) 

Zu pag. 490. Zu der hier vertretenen Ansicht von dem kine- 
matischen Charakter des Jacobi'schen Theorems vgl. die gegensatzliche- 
Auffassung von Herrn F. Kôtter in der mehrfach zitierten Schrift. 

Zu pag. 505. Es ist zu beachten, dafs q hier in anderer Be- 
deutung gebraucht ist als auf pag. 503 und 506 unten und den 
folgenden Seiten. 

Zu pag. 5U. Da die Weierstrafs'schen Vorlesungen (1879) nicht. 
verôffentlicht wurden, tritt in der Litteratur die Anwendung der Para- 
meter a, ^, y, d auf die analytische Behandlung des Kreiselproblems 
wohl zuerst bei F. Caspary auf, sowohl fur den Fall des kraftefreien, 
wie fur den des schweren Kugelkreisels. Caspary wird auf analytischein 
Wege dazu gefiihrt, gewisse Thêta- Quotient en zu betrachten, die unseren 
a, ^, y y d entsprechen und sie bilinear so zusanmiensetzen, dais die- 
entstehenden Ausdrûcke die Euler'schen Grleichungen fur die Richtungs- 
kosinus und Rotationskomponenten und die Orthogonalitâtsbedingungeu' 
der ersteren identisch befriedigen. Aufser der zu pag. 48(5 zitierten: 
Arbeit sind noch zu nennen: Comptes Rendus, 107 (1888)^ pag. 859, 
901, 937; 112 (1891), pag. 1120; vgl. auch E. Jahnke, ibid. 12(5 (1898), 
pag. 1126. Wegen der Beziehung der Parameter a^ /j, y, â zu der auf' 
der Kugelflâche ausgebreiteten komplexen Variabeln, die bereits Gaul's 
bekannt war (vgl. pag. 512), von Riemann neu gefunden wurde (vgl. 
pag. 30), von Schwarz 1872 in der Théorie der hypei-geometrischen 
Funktionen (Crelles Journal 75) und von Klein von 1872 an zuersi 
bei den Ikosaëder-Substitutionen verwendet wurde (vgl. pag. 30), sind 
die erforderlichen Nachweise an den angegebenen Stellen im Texte 
selbst nachzulesen. Von hier aus gelangte Klein dazu, die Parameter 
auch auf die Kreiseltheorie anzuwenden (vgl. Gottinger Nachrichten 
1896, pag. 3 und die auf pag. 518 zitierten Princeton Lectures, wo sie 
auch fur die Théorie des auf der Horizontalebene spielenden Kreisels 
Anwendung finden und unter Heranziehung der Théorie der automorphen 
Funktionen, worauf wir in unserer Darstellung nicht eingehen konnten,, 
zu einfâchen Resultaten fiihren). 
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Zu Kap. TIL 
Zu pag. 537. Wegen der GeschicMe der Reibungsgesetze vgl. 
weitere Angaben, insbesoudere ûber die altère Litteratur bei P. Stâckel 
Encykl. d. math. Wiss. IV, 6, Nr. 6. 

Zu Kap. YIII. 
Zu § 9. Die Foucaulfscbe Idée des Nachweises und der Messiing der 
Erdrotation dnrcb. Kreiselyersuche, die in dem Anscbûtz'scben Kreisel- 
kompafs ibr© voUendetste Ausftlhrung gefanden bat, bat aucb scbon 
Fôppl bis 7MT quantitativen Messung yerfolgt (Sitzungsber. d. Akad. 
d. Wiss. Mûncben, Bd. XXXIV, 1904, pag. 5 u. Pbys. Ztscbr. 5, 1904), 
wahrend die urspriinglichen Poucault'schen Versuche und die spâteren 
von Gilbert von diesem Ziel noch weit entfemt blieben nnd die 
ersteren wohl nocb nicht einmal qualitativ gesicberte Resultate er- 
gaben. Die Ajaordnnng des FôppFschen Versucbes war der Anschûtz'- 
scben nabe verwandt, nur wurde hier dnrch Aufh'ângung an drei 
Drâhten die horizontale Gleichgewichtslage des rotationslosen Kreisels 
erreicht, die bei Anschûtz durch ein Ûbergewicht erzielt wird. Der 
Kreisel wird wie der Kompafskreisel eine Richtkraft nach Norden 
N(x) cos g) sin f (vgl. pag. 857) erfahren, die ihn von seiner nrsprûng- 
lichen Gleichgewichtslage abdrângt, wahrend er durch das trifilare. 
Moment und die Torsionselastizitât der Aufhângedrâhte in dièse zurûck- 
strebt. Am giinstigsten wird hier die nrsprûngliche Ost-Westlage der 
Kreiselaxe sein (^ = 90^), er steUt sich dann in eine von ^ = 90^ mefsbar 
versclîiedene Lage ein, in der gerade die Richtkraft dem von der Hângung 
herriihrenden Moment um die Vertikale das Gleiehgewicht h'âlt, so 
dafs bei bekanntem Impuis und ermitteltem Moment die Rotations- 
geschwindigkeit co der Erde bestimmt werdeii kann. Wie beim An- 
schûtz'schen Kreisel ist es wesentlich, dafs drei Freiheitsgrade, hier 
wegen der JSTachgiebigkeit der Aufhângedrâhte, vorhanden sind, und 
dafs auch hier die dadurch bedingte „effektive Trâgheit'^ (vgl. pag. 857) 
die Schwingungsdauer verlângert; andererseits ist natûrlich auch der 
elektromagnetische Antrieb von groBter Bedeutung, der erst die ge- 
nûgend lange Beobachtungszeit ermôglicht. Die Versuche wurden so 
angeordnet, dafs sich Ausschlâge von etwa 5® bis 8^ ergaben, bei einer 
Schwingungsdauer von 6 Min. bis 8 Min. 



Berichtigungen. 

pag. 13, Anm.: Statt „t 18'' lies ,,t 16". 

pag. 14, Anm.: Statt ,,1855'' lies ,,1857". 

pag, 18: Fig. 3 i^t leider perspektivisch milsraten. 

pag. 50, Anm. **): Die Mer citierte Arbeit Poinaot's ist auch orschienen in 
Liouvilles Journal ser. 1, t. 18 (1863), p. 41. 

pag. 101, Z. 1 V. n.: Statt „die L*ânge" lies „das Quarlrat der Lilnge". 

pag. 113, Anm. **): Statt ,,1854" lies ,,1856, erschiencn 1858". 

pag. 139, Z. 7 V. u,: Statt „gegen das feste nnd gegen das bewegliche" lies 
„gegen das bewegliche und gegen das feste". 

pag. 142, Z. 16 V. n.: Statt ,,1854" lies ,,1856". 

pag. 359, Z. 11 V. u. : Nach „sâmtlichen" schalte ein „nicht oliminierten". 

pag. 378, Mitte: Im Stande'schen Fall ist der Grad der Partikulariaation nm 
1 bôher als in den anderen Mer behandelten Fàllen; es aind nilmlich die 4 Forde- 
rungen zu stellen, dafi zn Beginn der Bewegung eine Erzougonde des Staude'schen 
Kegels vertikal stehen soll, nnd dafî der Rotationsvektor in die Vertikale fallt und 
eine festbestimmte Lange bat. 



^^j lies „H(0". 



pag. 429, Anm. *): Vor Jacobi bat scbon Rueb in der pag. 473 citierten Arbeit 
den scbweren symmetriscken Kreisel mit elliptischen Funktionen behandelt. 

pag. 445, Z. 11 V. XX.: Statt „| # |< ^" lies „U | ^ —'^ 

pag. 483, Z. 8 V. 0.: Statt „des Impulses" lies „der Ilotation". 
pag. 489, Anm. *) : Der Jacobrscbe Satz wurde scbon von Jacobi Holbst ohne 
Be-weis in den Monatsbericbten der Berliner Akademie, 1B50, verôffentlicbt. 
pag. 617, Anm. *): Statt ,,434" lies ,,418, erste Ausgabe", 

pag. 615, Z. 9 V. 0.: Statt ^^^^^^-^(3-*} hoH ^^^^^J^ *} • 

pag. 629, Z. 12 v. n.: Statt „v < F" lies „t; > F". 

pag. 728, Z. 17 V. u.: Statt „(0 — J.)co2" lies „(C — -dl)û);)". 
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gescbosse, Beobacbtnng 933, Théorie 

934. 
Barogyroskop von Gilbert 753 f. 
Bedingungsgleicbungen 168. 
Beer^sckes Gesetz 189. 
Beschlennigungsdmick 612; Einflufs auf 

Kreiseikompafs 858. 
Bessemerkreisel 794, s. Scbiffskreisel. 
Beweglicbe Koordinatenaxen 139. 
Bewegungsscbra-abe 9, 47. 
Bohnenberger'scbes Mascbinchen 2. 
Bnys-Ballot'scbes Gesetz 190. 

Chandler'scbe Période s. Polscbwan- 

kungen. 
Centrifugalmomente 98; Erklârung der 

Bezeicbnnng 146. 
Clairaut'scbe Formel fur Elliptizitât des 

Mac Laurin'schen Ellipsoids 691. 
CorioHs'scbe Kraft 181, 187; als Be- 

standteil des Deviationswiderstandes 

188. 
Coulomb'scbe Reibungsgesetze 537 f. 

Deviationswiderstand, als Normalkom- 
ponente des Trâgbeitswiderstandes 
171, als Moment von Corioliskrâften 
188, seine Ricbtung 173, ellipsoidiscber 
und spbâriscber Bestandteil 175; 
D. = Kreiselwirkung 770; experimen- 
teller Nacbweis 194; s. auch Kreisel- 
wirkung. 

Dirichlet'scbes Stabilit'àtskriterium 355. 

Dissipationsfunktion 801. 

Drebstreckung 66 ; Zusammensetzung von 
Drehstreckungen 67, durch Multipli- 
kation von Quaternionen 60; s. auch 
Quaternionen. 

Drehung, s. Rotation. 

Eigenimpuls 762. 

Einrad, seine Stabilitat 864. 
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Einschienen-wagen, System Brennan und 
Sclierl 903 f., Schéma der Kreisel- 
anordnung 903, andere môgliche 
Formen 911, Stabilitâtsbedingung 905, 
906, BescKleunigung eines Freiheits- 
grades erforderlicli 908, Stabilierung 
an Kurven 912, Einflurs von Stôfsen 913. 

—, Monorailbatin 902 ; Scliwebebalin 900. 

Eisenbalinen, Rolle der Kreiselwirkungen 
des Radsatzes 771 f.; Wirkung einer 
Kurve 772, der Uberliôhung 776, von 
Unebenheiten 779, BeobacMung von 
Kreiselwirkungen 781. 

Elastiscke Welle, s. Lavalwelle. 

Elastizitât der Erde, Einfinfs au£ Pol- 
BcKwankungen, Chandler'sclie Période 
6881, Bestimmung des Elastizitâts- 
moduls, Déformation der Erdoberflacbe 
durch Polschwankungen 704; s. ancli 
Gleichgewichtsfîguren. 

— des Kreisels 598, instantané Figuren- 
axe 605, Prâcessionsdauer des elasti- 
scben Kreisels 607, 

— der Unterlage, gekoppelte Schwin- 
gungen 609, Einflufs auf die pseudo- 
regnlâre Prâcession 613f. 

EUiptisclie Intégrale nnd Fnnktionen, 
Intégral erster Gattung 260, 261, 398, 
(vollstândiges) Intégral zweiter Gat- 
tung 580, Intégral dritter Gattung 
401, Legendre'scber Modul 262; Be- 
reclmung ell. Intégrale, Legendre'sche 
Tafeln 269 f., 264, 265, nàberungs- 
weise Umkelir im Reellen 269; Um- 
kehrung der Intégrale erster Gattung 
392 1, komplexe Définition derPerioden 
398, Abbildung der Riemann'schen 
Flâcbe (u,}/!!) 406 f., doppelte Perio- 
dizitàt der ell. F. 413, -Ô'-Punktion, 
eU. F. als ^'-Quotienten 418 f., Trans- 
formationstheorie der ell. F. 470, 
Uniformisierung durch ell. P. 414, 
ell. F. zweiter Art 422, Intégration 
Lamé'scher Gleichungen durch dièse 
501 f. 

— Funktionen,Anwendungen ; 1. Intégrale 
beim sehweren symmetrischen Kreisel 
223, 231 ; Umkehr durch ell. F. zweiten 
Grades 424, Parameter a, |5, 7, â als 
ell. F. zweiter Art ersten Grades 416, 
transscendente Konstanten 428, Bahn 
der Kreiselspitze 431, eines beliebigen 
Punktes 433, s.auchParameter; 2.krâfte- 
freier unsymmetrischer Kreisel: Inté- 



gration der Buler'schen Gleichungen 
456 f., Parameter a, /?, 7, â durch 
ell. F. zweiter Art dargestellt 468,. 
Bahnkurven der Hauptaxen 469, Dar- 
stellung der neun Richtungskosinus 
(Jacobi'scheFormeln) 472, Herpolhodie 
474; transscendente Konstanten 458,, 
462, 466, s. auch Poinsotbewegung 
und Parameter; 3. koEJugierte Poinsot- 
bewegung, s. dièse. 

EUiptizitilt, Zusammenhang mit der 
numerischen Excentrizitiit 600; der' 
Erde, ibre Bestimmung aus Pracession 
und Nutation 663; Superposition 
kleiner -en 601, G02; a. auch Gleich- 
gewichtsfîguren. 

Energiekriterium der Stabilitllt des 
Gleichgewichts 355, bei Bewegungen 
368. 

Energieprinzip, Ableitung aus den Im- 
pulssîltzen der Punktmochanik 120, 
aus dem Impuleaatz beim Kxeisol 219. 

Erdinneres, geophysikalische Theorien 
6851, 703. 

Erdrotation, Beer'aches Gesetz 189, Buys- 
Ballot'sches Gesetz 190; s. auch P0I- 
Bchwankungen,Foueault'8cheV"er8uche. 

Erdspharoid, sein Anziohungspotential; 
nur von den Trllgheitsinomenton ab- 
hilngig 637. 

Erzwungone Schwiiigungen, bei elasti- 
scher Unterlage 610, Nutation, s. diese^ 
ja,hrliche Polschwankungen 707, beim 
Schifïskreisel 806, 8101, der Laval- 
welle 889,' 897. 

Euler'sche Gleiclmngen .1381, 147, als 
Ausdnick der ïmpulHgesetze 1401, 160, 
Poinsot's Ableitung 144; Intégration 
im kraftefreien Fall 149, Beziohung 
zur Théorie dor Transformations- 
gruppen 161. 

— kinematifiche Gieichungen, in çi, -ï/j, it 
geschrieben 45, in cy, j5, 7, â gcschrieben 
48, Vorztlge der letztoren 151. 

— Période der Polficbwankungen 668. 

— symmetrische Drehungsparameter 60. 
— - unsymmetrische Winkel 17. 

Pahrrad8631; Einrad 864, Hochrad864; 
Zweirad, seine Kinematik 8{)7, 869, 
Lage der Lenkstange B(>7, 872, 877; 
Centrifugalkrafte und Kreiselwirkun- 
gen 872, 873, kleine Schwingungen 
bei aufrechter Pahrt 87(5 ; Stabilitats- 



Sacîiregister. 



961 



gebiet 865, 879, 880, Anteil der 
Kreiselwirlmngen 880; F. als nicht 
holonomes System 867. 

Figurenaxe 1. 

Plâcliensatz 112, s. auch Impiilssatze. 

Flûssigkeitswideratand 535. 

Flutreibung, ihre dampfende Wirkung 
auf Polscîiwankmigen 726 f., Ab- 
dilmpfung der durch Polschwankungen 
erzeugten Fititen 727. 

Foucault'scîies Gyroskop 2, 731. 

Foucaultsche KreiBelversucbe zum Nack- 
weis der Erdrotation 7311; 1. Anord- 
nung mit 3 Freiheitsgraden : Théorie 
Tind Xritik 737 f. ; Einflurs des Gehànges 
, und der Kcibung 741 f.; 2. Anordming 
mit 2 Freiheitsgraden 734, 746, Eori- 
zontalscbwingnng 746 f. , Vertikal- 
sch.wingung 749 f., beliebige Schwin- 
gungaebene 751, Einflufs der Reibung 
und des Gehànges 761, 762. 

Fourierentwicklung, Fourierkoefiizienten 
650. 

Galilersches Trilghcitsgesetz 74. 

Galton'ache Qesotze (fur Reibung) 540. 

Gaufs'scbe Méthode (fur Sâkularstorun- 
gen), Anwendang auf Prilcession 6361, 
Ausdehnuiig auf don gestOrten Korper 
644, auf periodiechô Storungen 650. 

Gekoppelte Bchwiugungen 613, 800; 
Geschwindigkeitskoppelung 801. 

GeneralÏBierte Koordinaten 78, 91, Im- 
pulekomponenten liir dièse 78, 79, zu 
den Eulerschen unsymmetrischen Win- 
keln 107, 109, Deutung mechanischer 
Problème im n dimensionalen Raume 
509; 8. auch Lagrange'sche Glei- 
chungen. 

Geodiltische Hahuen 348. 

Geradlaufapparat, s. Torpédo. 

Gesehwindigkeitakoordinaten, als Ab- 
leitung der lebendigen Kraft nach 
Impulskoordinaton 76. 

Gilbert'sches Barygyronkop 7531 

Gleiehgewichtsaufgaben, statisch unbe- 
stimmte 648. 

Gleiclige wi cbtsfîguren (ellipsoidiscbe), 
einer schweren rotierenden Flûssig- 
keitskugel 689, einer elastischen 
Kugel 692, einer schweren elastischen 
Kugel 696, eines spannungsfrei ro- 
tierenden schweren elastischen El- 
lipsoids nach Auf horen der Rotation 
698. 



Gleichmâfsiges Extremum 359. 

Grenzkreise. der Bahnkurven beim sym- 
metrischen Kreisel, Gleichung dritter 
Ordnung fur dièse 2391, Fall der 
reg. Prâcession 251; qualitativ 200. 

Gyroskop, Foucault' sches 2, 736, Baro- 
gyroskop 753. 

Gyroskopischer(kûnstlic]ier)Horizont919. 
Gyroskopische Glieder 367, 771, 801, ihre- 

konservative Natur 809. 
Gyrostat 771. 

Haupttragheitsaxen 100, permanente 
Drebung beim krâftefreien Kreisel 128. 

Hauptrâgheitsmomente,Beschrânkungen 
fur dièse 100. 

Herpolhodie 13, Ausdruck durcb a, |5,. 
y y â 44; beim krâftefreien Kreisel, 
eben 124, beim symmetrische Kreisel,. 
spbârisch 235^, Berechnung durch ellip- 
tische Funktionen beim symm. Kreisel 
437, bei Poinsotbewegung 474, 482. 

Hefs'scher Fall (beim schweren unsym- 
metrischen Kreisel) 3791, Yergleich 
mit Pendel 382, Intégration 3831 

Horizont, gyroskopischer 919. 

Howelltorpedo, s. Torpédo. 

Hyperelliptische Intégrale 518, nàhe- 
rungsweise Umkehr im Reellen 5201 

Ikosaëder 30. 

Impulsvektor 72 f; Impulsschraube beim 
starren Korper 93 761; Impulskom- 
ponenten fur generalisierte Koordi- 
naten 77, 781, fur Rotation 95, 107, 
109; kinetische Impulsgesetze (New- 
ton'sche Gesetze) 74, 77, 110 1, 762, 
Euler'sche Gleichungen als Ausdruck 
fiir Impulsgesetze 142; Impulskon- 
stanten beim symmetrischen Kreisel 
200, beim unsymmetrischen 375; Im- 
pulskurve 123, 130, beim symmetrischen 
Kreisel 216, 217, in elliptischen Funk- 
tionen 438; verschiedene Kreisel mit 
gleicher Impulskurve 232. 

Inneres (skalares) Produkt 61. 

Integrable Fàlle der Bewegung des un- 
symmetrischen Kreisels, s. diesen. 

Inverse Orthogonaltransformation 30, 31. 

Jacobrsche Funktionen 418, Jacobi'sche- 
Pormeln bei Poinsotbewegung 472, 
Jacobi'sches Theorem liber konjugierte 
Bewegungen 488. 
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Kinenaatik 7. 

Kinematisclie Euler'sche Gleichungen, 
' s. Eulersche. 

Kinetik 7, 69 f. 

■Kleine Schwingungen 364, Stabilitats- 

■ kriterium hieraus abgeleitet, Kritik 

371 f.; um die aufrechte Kreisel- 

• beweguDg, Felilerabsclia,tzïing 3271, 
365. 

Knotenlinie 17, astronomiscbe Bedeutung 
634, 643. 

Komplexe Ebene 393. 

Conforme Abbildung 408. 

.Kompafs, s. Kreiselkompafs. 

Koiiische Pendelung 932, s. Ballistik. 

KonJTigierte Poinsotbewegungen 476 f., 

.. KonstanteE der konjugierten Bewegung 
478, Eelativbewegung der konjugierten 
Bewegungen 484, Identit'ât mit Be- 
wegung des schweren Kugelkreisels 
(Jacobi'scher Satz) 485, binàrer Be- 
weis (durcb a, (3, y, â) 486, Jacobi's 
Beweis 488. 

Konservative Stôrung 347. 

Konservatives System 809. 

Kontragredientes Verbalten der Kraft- 
und Geschwindigkeitskoordinaten bei 

• Transformation 79, 93. 
Koordinaten des Kreisels, unabbangige, 

s. Orthogonaltransformation und Para- 
meter. 

Kowalevski'schei Pall der Kreisel- 
bewegung 376. 

Kraftbegriff 69, Kraft als Yektor 71, 

( Zusammensetzung der Krâfte 81, 
Ableitung durch Addition der Ar- 
beiten 89. 

Kràftefreier symmetriscber Kreisel, seine 
allgemeine Bewegung regulare Pro- 
cession 125, Bedingung fur aufrechte 

• Prâcessionsaxe 153; Einflufs des Luft- 
widerstands, Unterscbeidung A^ C 
588, 590. 

Kràftefreier unsymmetrischer Kreisel, 
s. Poinsotbewegung. 

Krâftepaar 82. 

Kraffeschraube 85. 

Kreisel, Définition 1. 

Kreiselkompafs von Anschùtz, allgemeine 
Théorie 847 f., Kreiselwirkungen 854, 
Scbwingungsgleichung, effektive Trâg- 
beit und Richtkraft 8551; Einflufs 
von ScMffsbewegungen und -beschleu- 
nigungen 851 f., 858, Scbwingungs- 



dauer 853, 857, Ausfûhrung, Dampfung 
861. 

Kreiselspitzo 198. 

Kreiselwirkung (Deviationswiderstand) 
173, 311, 763, boi scbiefen Axen 764, 
sfcrenger Ausdruck 764, ihre Ricbtung 
s. Parallelismus, Ableitung aus La- 
grange'scben Gleichungen 770; Schéma 
der Stabilierung durch K. 768; K. 
bei speziellen Systemen, s. dièse, 

Kritische Umlaufazahl dor Lavalwelle 
895, 898, als Resonanzplianomen 889, 
899. 

Kugelfunktionen G92. 

Kugelkreisel, kinetische Analogie zum 
Massenpunkt 134, reziproke Bewegung 
wieder Kreiselbeweguufç 236; K. als 
Bepfàsentant fur beliebigen sym- 
metrischen Kreisel 234, Intégration 
beim schweren K. 238. 



Lagrange-Diricblet'HchesStabilitîltskrite- 
rium 355. 

Lagrange'sche Gleichungen erster Art 
157; zweiter Art 81, fur den symm. 
Kreisel 156, 220; gemiBchter Art 158, 
in a, §, y, S 493, in A, H, (1, 1) 494, 508, 
Analogie zum 4-dimeE8ionalen Pendel 
495 f., s. auch gonoralisiorte Koordi- 
naten; Kreiselwirkung aus L. 01. ab- 
geleitet 770. 

Lamé'scheGleicbungen, Intégration durch 
ell. Punkt. /Aveiter Art 601 f., a, |5, 
y, § als kanonischo Lrmungon Lamé- 
scher Gleiclmngon 41)9, 508. 

Langsame Bewogungen (Méthode der 
quasistationilren Bewegungen) 594. 

Lavalturbine 884, Lavalwellci 885, Sidbnt- 
einstellung und kritische Umlaufazahl 
886 f., 897 f., als Resonanzphllnomen 
889, 899; Kreiselwirkungen bei der 
freischwebendon Welle SUS. 

Lebendige Kraft «= Arbeit des Impulses 
76, 95, Geschwindigkeitskomponenten 
und Impulskomponenten als ihre par- 
tiellen Ableitungen 76, 78 f. 

Luftschiffe, stôrende Kreiselwirkungen, 
Stabilierung 921. 

Luftwideretand, Einflufs auf den krilfte- 
freien Kreisel 5H8, 590, auf schweren 
symm. Kreisel 592 f.; Newton'schos 
Reibungsgesetz 925, L. bei bowegten 
Kôrpern als Summ© der Einzcldrucke 
929, s. Ballistik. 
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Mac Laurin'scîies Ellipsoid 689, Clai- 

raut'sche Formel 691. 
Massen transporte, s. Polscliwankungen. 
MaxwelFscher Kreisel 14. 
Metacentrische Hohe 798. 
Minimalkegel, Parameterdarstellung 23, 

Transformation in sich 24. 
Momentané Gescliwindigkeitsânderung 

(Impnls) 72. 
Mondanziehnng, ihr s'âknlares Moment 

auf das ErdsphU-roid 640, 656, Beitrag 

zur Erdprriceasion 642. 
Mondknotenbewegung, durch Sonnen- 

anzielmng 643 f., Umlaufszeit 646, Ein- 

flufs der Erdanzielmng 646 f., perio- 

discîier EinÛnts auf Erdbewegung 

(Nntation) 654 1, 659. 
Mondmasse, ïiestimmung ans der Prâ- 

cessionsdaner der PJrde 663. 

Newton' s lex prima 74, lex secunda 74, 

762. 
Nicht holonome Système 867, 906. 
Numerisclae Bereclmung 259, elliptischer 

Intégrale 2(>0f., elliptischer Eunktionen 

440 f. 
Nnmerisclie Excentrizitat 600. 
Nntation (astronomie che == erzwungene 

der P]rde) 649 f., ihre Entstehung durch 

Mondknotenbewegung 654, 659 f., ihre 

Verwertung zur Bestimmung der 

Elliptizitat der Erde 663. 
Nutation, freie, s. pseudoregulare Pra- 

cession, Polschwankungen. 

•Orthogonale Transformation 16, unab- 
hangige Parameter (Euler'sche un- 
symmetrische Winkel) 17, durch li- 
neare Transformation einer komplexen 
Variabeln dargestellt 23 f., Binârpara- 
meter a, §, y, â 21, 38, Quaternionen- 
parameter A, B, 0, I) 21, 38, orth. 
Transf . durch Quaternionenmultiplika- 
tion dargestellt 63 f.; inverse Ortho- 
gonaltransformation 30, 31, s. Para- 
meter, Quatemionen. 

Parallelismus der Drehaxen, Tendenz 
zum gleichainnigen 733, 763; Richtung 
des Deviationswiderstandes 173. 

Parameter a, ^, y, d der Drehung 21 f., 
ihre projektive Bedeutung 24f., 28, 
funktionentheoretische Bedeutung 29, 
Bestimmung der Drehaxe 33 £, Pol- 
hodie 43, Herpolhodie 44, Euler'sche 



kinematische Gleichungen 43, 151; 
symmetrischer Kreisel: elliptische 
Normalintegrale dritter Gattung fur 
Ig a . . . 231, 403, 405; P. als ellip- 
tische Punktionen zweiter Axt ersten 
Grades 415, 420f., 426, 428, Lagrange- 
sche Gleichungen fur a, /?, y, 8 493, 
499 f., 508, s. dièse; Poinsotbewegung: 
P. als 'O'-Quotienten 463, 464, 468. 

Pendel 202, sphârisches 209, Hefs'scher 
Pall als Erweiterung 382 f., im vier- 
dimensionalen Eaum, Analogie zum 
Kugelkreisel 494 f. 

Periodizitat 224 f,, 517, s. auch ellip- 
tische Punktionen. 

Periodische Stôrungen 306, Ausdehnung 
der Gaufs'schen Méthode 650. 

Permanente Eotation, des krâftefreien 
Kreisels 128, 129, 132, des schweren 
symmetrischen Kreisels um die Yerti- 
kale 316 f., Stabilitâtsverhâltnisse bei 
starkem und schwachem Kreisel 3181, 
325, als asymptotischeBewegung 334f., 
336, kleine Schwingungen 327£, 365f,; 
des schweren unsymmetrischenKreisels 
(Staude'sche Drehung) 387 f. 

Poinsotbewegung (krâftefreier Kreisel), 
kinematische Darstellung 121, Impuls- 
kurve, Polhodie 124,1301, Herpolhodie 
ebene Kurve 124, permanente Rota- 
tion 128 f., Intégration der Euler'schen 
Gleichungen 149^ 455 f., a, |3, y, 8 als 
^-Quotienten 461 f., 464, 468, trans- 
szendente Konstanten 458, 462, 466, 
Bahnkurven der Hauptaxen 469, Ja- 
cobi'sche Pormeln (fur Richtungs- 
kosinus) 4701, 472, Herpolhodie 474, 
482; konjugierte Poinsotbewegung, s. 
dièse. 

Poinsot'sche Konstruktion des Impuls- 
vektors 101 £, beim symmetrischen 
Kreisel 106. 

Polhodie 13, ans den a, |5, y, S be- 
rechnet 43, bei Poinsotbewegung 124; 
ebene Kurve beim symmetrischen 
Kreissl 217; durch elliptische Punk- 
tionen dargestellt 436. 

Polschwankungen, Beobachtungen 673, 
678, 682, als freie Nutationen 599, 
664, 665, 667, Euler'sche Période 668, 
Chandler'sche Période, Erklârung durch 
Elastizitât der Erde 688 f., 700, De- 
formation der Erdoberflache 704; er- 
zwungene P. von jâhrlicher Période 
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189, 707, 709, 711, 716; cyklisclie 
Massentranspoxte 715, meteorologische 
Massentransporte 714, 722, dllmpfende 
Wirkung der Flutreibung 725 f., 727; 
râumliche Bewegung der Rotations- 
axe 667. 

Populàre Kreiselliteratur 307 f. 

Potentielle Energie 117. 

Pràcession, astronomische (der Erde), 
kinematisch 60, 634; kinetisch, An- 
wendnng der Gaufs'schen Méthode 
fur Sàknlarstôrungen 636 f., An- 
zielinngspotential des Erdsph'âroids 
637, sâknlares Moment von Sonne 
nnd Mond auf die Erde 640, 656, 
Verliâltnis beider 642, Pracessions- 
geschwindigkeit 641, Bestimmung der 
Elliptizitât der Erde nnd der Mond- 
masse 663; Riickgang derTMondknoten 
als Prâcession 643 f., 646 f. 

Prâcession, pseudoregulâre 209, Beob- 
acbtung 291, qualitative Erklarung 
2941; analytisclie Nâberungsdar- 
stellung 276, 283 f., 300 f., Pràcessions- 
geschwindigkeit 287, 302, Charakter 
der ISTutationen 276, 287, 306, bei 
kleinem Prâcessionskreis 338 f., 341; 
des Spielkreisels 519f., 526; bei elas- 
tischer Unterlage 613; konische Pen- 
delung rotierender Langgescboase 932. 

Prâcession, regulare, Kinematik der- 
selben 47, progressive und rétrograde 
48, weitere Unterteilung 62, 53, gleich- 
fôrmig bescbleunigte Prâcession, als 
oskulierende beliebiger Bewegungcn 
64, 56, 171; regulare Prâcession als 
allgemeine Bewegung des kriiftefreien, 
symmetriscben Kreisels 125, 163, 604, 
Einflufs der Elastizifât 606 f.; beim 
schweren symmetriscben Kreisel: De- 
viationsvs^iderstand 176, Bedingungs- 
gleichung 177, 262, 279, langsame 
nnd scbnelle 178, Stabilitàt 288 f., als 
singulàre Lôsung 281. 

Praktiscbe Stabilitàt 325. 

Prinzip der virtuellen Yerriickungen 91, 
von D'Alembert 167. 

Pseudoregulâre Prâcession, s. Prâcession. 

Punktmecbanik, ihre Verwendung in der 
Kreiseltbeorie 315, im mehrdimensio- 
nalen Raum 509. 

Qualitative Methoden der Mecbanik 
375 f.; qualitative Diskussionen beim 



symmetriscben Kreisel 197 f., 248 f.^ 
294 f., der Reibungseinfiûsae 5601, 619 f. 

Quantitat der Bev^^egung (Impuis) 74, 762. 

Quaternion 21, als Drehstreckung 56, 
komplexe Darstellung, Tensor, vek- 
torieller und skalarer Teil 58, Vek- 
toren als Wendestreckungen 59; Zu- 
sammensetzung 57, = Multiplikation 
60, orthogonale Transformation durch 
Multiplikation von Quatornionen 62 f.,, 
Bedeutung der Quaternionentbeorie 
65 f., Hamilton'sche Bezeiclmungen 
58, 66, s. aucli Lagrange'sche Glei- 
cbungen. 

Raddampfer, Rolle der Kreiselwirkungen 
914. 

Reaktionskraft des Unterstûtzungs- 
punktes 86, 649. 

Regulilre Prâcession, s. Prilcession. 

Reibnng 532 f., f es ter Kôrpor, Goulomb- 
sclie Reibungagesctzo 537, Rcibungs- 
koefHzienten 538, rollendc E. 543^ 
bobrendeli. 645; experimentelloUnter- 
suchungcn, Galton'Bche (lesetzo 538, 
540; B.eil)ungHa.rbait bei komponierten 
Bewegungen 57G, Ixdm Kreinel 5471,. 
583; Aufrichten der Figuronaxc 553 f., 
analytisch 668 f.; bohreiide R. beim 
Kreisel 566; H. beim Spiclkroisel 619 f., 
628, 630, EinâulH der Kreîsalspitze 
632, bei don Foucatilt'schen Versuelien 
743 f., 761 f.; PliîHHigkeitsreibung 535, 
Schmiermittelreibung 54 (î, Newton- 
scher EeibnngswiderHtancl der Luft 
925, s. auch Luftwiderstand, Ballistik. 

Relativbowegung (zur Erde) 184, 737 f. 
847 f. 

Riemann'sche Flîlcho 394 f., 457. 

Rotationsaxe, EotationBvektor 11, 13, 
durcli A, B, C, /) und «, {% 7, <^' be- 
stimmt 33f., Nebcnaxen M. 

Rotationskomi)Dnonten , Euler's sym- 
metrische 4(5, 60, als nicht holonome R. 
46, 159; Euler^H iniHymmetriecho als 
holonome R. 46; ZuBamnienhang mit 
Impulskomponenteti 95, 9B, lOi ; s. auch 
orthogonale .Tranaformation. 

Rotationssyinmetrie, geometrische und 
mechanische 105. 

Sakulare Bewegung 306, SllkulatBtdrung, 
Gaufs'sche Méthode 634, sUkulares 
Moment von Sonne und Mond auf die 
Erde 640, 666. 
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Schiffskreisel (Schlick'scher) 795; freie 
Schwingungen, Koppelung durcli 
Kreiselwirkungen 7991, Haupt- nud 
Nebenschwingung 801 f., Dissipations- 
funktion 801 j nrihere Diskussion 817 f., 
gllnstiges Mafs ftlr Kreiselimpnls, 
Bremse und Frequenzverhaltnis " 824, 
82G, 831, 8355 Einfluls auf erzwTingene 
Schwingungeii 8051, 8111; Versuclis- 
ergebnisse 837, 839, Koppelung mit 
Stampfschwingungen , Skutsch'sclier 
Doppelkreisel 8421, Materialbean- 
spruchung 844; BeBsemerkreisel 794. 

Schleifen der Bahnkurven 212, 257, 268. 

Schmiermittelreibung 540. 

Schrauben, Bewegungsschraube 9, 47, 
Kraftschraube 85, Storsschraube 88, 
Moment zweier Schrauben aufeinander 
103. 

ScKwacher Kreisel, im Gegensatz zum 
starken 249, 257. Bedingung fur 
Priicession 251, Labilitât der auf- 
rechten Bewegung 3211, asymptotische 
Bahn 3341 

Schwebebahn, EoUe vonKreiselwirkungen 
901. 

Schwerpunktssatz 112, s. auch. Impuls- 
B'àtzQ. 

Seitenabweicbung rotierender Lang- 
geschosBe 933, 934. 

Skalares Prodtikt (inneres Produkt) 61. 

Spielkreisel (auf der Horizontalebene 
spielend) 5121, Intégration 6121^ 
Periodizifât 518, n'âherungsweiae Um- 
kehr der byperelliptischen Intégrale 
520 1 ; pseudoregulare Prâcession 5191, 
526; S. mit Boibung 619, Aufzeich- 
nung dor Bahn 6201, Schwerpunkts- 
bewegung 627, Aufrichten oder Senken 
der Figurenaxe 6281, 630. 

Spitzen in den Bahnkurven 2051, 247, 
255. 

Btabilierung labiler Système durch 
Kreiaelwirkungen 135, 196, 7671, auf- 
rechte Bewegung des symmetrischen 
Kreisels 3181, 3711, Thomson'scher 
Satz 771, 1)06; Torpédo - G eradlauf- 
apparat 7861, Fahrrad 8651, 8791, 
Binschienenwagen 905, an Kurven 
012; S. der Langgeschosse 9311 

âtabilitilt, Definitionen343l, 350; theo- 
retische und praktische 326, Routk- 
sches Energiekriterium 358, fur cy- 
klische Bewegungen 3611, Kriterium 



ans kleinen Schwingungen 3711; 
Stabilitâts verbal tnis se der permanen- 
ten Drehung 129, 3181, 3711, der 
regulâren Prâcession 2881, Einflufs 
des Luftwiderstandes 592; s. auch 
Stabilierung. 

Stabilitâtsgrade 325, 353. 

Starker Kreisel 249, Spitzenkurven 257, 
Stabilitât der aufrechten Bewegung 
3211, 

Statik des starren Kôrpers 811 

Staude'sche Drehungen 3871, Staude- 
scher Kegel 388, s. auch permanente 
Rotation. 

Stereographische Projektion 29, 199. 

Stôrungstheorie 649, Entwicklung der 
Stôrungsfunktion 650, s. auch Sâkular- 
stôrung. 

Stofskraft 70, Stofschraube 88. 

Symmetrische Drehungsparameter (von 
Euler) 60. 

Symmetrischer Kreisel 1, 104, Modell 
105, Bahnkurven 1971, Intégration 
2161, Ersatz durch Kugelkreisel 234, 
Darstellung durch elliptiache Eunk- 
tionen 4141, Jacobfscher Satz 485, 
s. Bahnkurven, elliptiache Funktionen, 
Prâcession, Stabilitât usw, 

Theoretische Stabilitât 325. 

Thetafunktion 418, Thetac[uotienten 
(ell. F. erster und zweiter Art) 4211, 
numerische Berechnung der -S'-Reihen 
4411, Konvergenz 4441, praktische 
Bedeutung 454; Transformation 442, 
s. auch elliptische Funktionen. 

Thomson'scker Satz ûber Stabilierung 
durch gyroskopische Glieder 771, 906. 

Torpédo, Howell- 791, Stabilierung 793, 
Kritik 7931; Whitehead- 7821, Ge- 
radlauf apparat 784, Torpedokreisel 
785, Théorie der Stabilierung 7861, 
790. 

Tràgheitsellipsoid 99, beim symmetri- 
schen Kreisel 104, weitere Unter- 
teilung 104. 

Tràgheitsgesetz (Newton's lex prima) 74. 

Trâgheitsmomente , Trâgheitsprodukte 
98. 

Trâgheitswiderstand 163, 165, 169, s. auch 
Deviationswiderstand. 

Transformationstheorie der elliptischen 
Funktionen 47, der -Ô'-Funktionen 442. 

Transformationsgruppen 161. 
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Transscendente Konstanten beim sym- 
metrischen Elreisel 428, bei Poinsot- 
bewegung 466. 

TurbirLendampf er , Lagerbeansprucliung 
dnrcli Kreiselwirkungen 917. 

Unendlicli kleine Drebungen 39, Quater- 
nionenformeln 40, Zusammensetzung42. 

TJniformisieiung durcb elliptiscbe Funk- 
tionen 414. 

Unsymmetriscber Kreisel, Intégrale 376; 
integrable Fàlle 376 f.: Kowalevski'- 
scber Fall 376, Hefs'scber Fall 378 f., 
Staude'scberFall 387; bei allgemeinem 
Kraftgesetz 377. 

Untergiuppe 161, s. Euler'scbe G-lei- 
cbungen. 

Yektorielles Prodiakt (âufseres Produkt) 
61, 139, = Zusammensetzung von 
Wendestrecknngen 61. 



Yektorrecbnung 55. 

Yerzweigimg8pmakte,VevKweig\iiigsliîiieii 
(auf Riemaîiii'scheii Flacheïi) 3U5. 

Wellenwiderstand (ak Beataudteil des. 

LuftwiderstandcB) 925, bei bewegtem 

Elektron 926. 
Wendestreckung 59. 
Whitebead-Torpcdo, s, Torpcdo. 
Wiechert'acbe Théorie des Erdinnern 703. 

Zeeman-Effekt 809. 

Zusaiomenaotzung von Krilffctni am etarren. 
K{)rpGr84, durch Addition von Arbeiten 
abgeleitet 89 ; Z. von Drebungcin (und 
Drehstrockungcn) fiir Paranieter a, |S, 
y, ^ 32, A, B, (\ 1) 3:i 57, durch 
Quaternionomnnltiplikation 60; Z. 
von Wendestrecknngen =^ Yektorpro- 
dukt 61. 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 



BoreL Dr.E., Professer an der Sorbonne zu Paris, die Elemente der Mathematik. 
In 2 Biinden. Deutsclie Ausgabe besorgtvon P. Stâckel, Professer in Karlsnihe i.B. 

I.Band: Arithmetik und Algebra. Mit 57 Figuren und 3 Tafeln. fSLYI u. 431 SI crr 8 1008 

In Loiiiwaiid gob. B. <iî!:8.60. j b • o. uo. 

n. — Goometrio. Mit 403 Piguren. [XIÏ u. 324 S.] gr. 8. 1909. In Leinwand geb. n. ./^ 6.40. 

Dio Vorscbltlge ku oiner Beform des Unterrichts in den Elementen der Matbematit, die neuer- 

dings Boitons der Unterrichtskommission dor Gesellscbaft Deutscher Naturforscber und Àrzte gemacM 

worden sind, liatton in Frankroich bereits seit 1900 in den offiziellen Lebrplànen Verwirklicbung ge- 

funden. Auf dicsor modernen Grundlage bat B. Borel seine vortrefflicben Lehrbûcber aufgebaut, die in 

yrankreicb woito Vorbreitung gefunden baben. Es erscbien daber angebracbt, dièse Elemente der 

Matberaatik in cinor don deutscbon Verbaitnissen angepaBten Bearbeitung dem deutschen Publikum 

zugângliob 2!U macbon, 

Burkhardt, Dr. H., Professer an derTecbniscbenHocliscliuleMiinclien, Yorlesungen 
liber dio Elemente der Differential- und Integralreclinnng znr Be- 
schreibnng von Naturerscbeinungen. Mit 38 Pignren. [XII u. 262 S.J 
gr. 8. 1907. In Leinwand geb. JC 6.— 



— Entwicklungen nach oszillierenden Funktionen undlntegration 

der Differentialgleicbnngen der mathematiscben Physik. Bericht, er- 
stattet der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. [XII, ÏÏI u. 1804 S.] gr. 8. 

1908. In 2 Halbbanden geh. je n. Jù 30.— [Registerband unter der Presse.] 

Cranz, Geh. Regierungsrat Dr. C, Professer an der militârtecliniscben Akademie zn 
Charlottenburg. Lehrbuch derBallistik in 4= Bânden mit zabkeiclien Ab- 
bildungen. 

I.Band: Âufioro Ballistik oder Théorie der Bewegung des Gescbosses von derMûndung der 
"Waffe ab bis zum Eindringen in das Ziel. Gleicbzeitig 2. und vollstândig unigearbeitete 
Auflage dos Kompendiuma der tbeoretiscben âuBeren Ballistik v. 1896. Mit 128 Piguxen. 
[XXV u. 464 S.] gr. 8. 1910. 
II. — Iiebrbuob der inneren Ballistik. [In Vorbereitung.] 
m. — Tjebrbuoh der oxporimentellen Ballistik. [In Vorbereitung.] 
IV. — Atlas zxi obigen Teilen. [Unter der Presse.] 

Czuberj Hofrat Dr, E., Professer an der Tecbnischen Hochsclinle zu Wien, Ein- 
ftlhrung in die bëhere Mathematik. Mit lU Piguren. [X u. 382 S.] gr. 8. 

1909. Geb. n. Jù 12.— 

Dyck, Geh. Hofrat Dr. W. v., Professer an der Kgl. Techniscben Hocbscliule zu 
Mûnchen, xmd Dr. S. Finsterwalder, Professer an der Kgl, Techniscben Hock- 
scbule zu Mûnchen. Vorlesungen ûber hobere Mathematik. In 4 Bânden 
zu je 20 Bogen. gr. 8. Geb. (Der I. Band erscheint voraussichtlich im April 1911.) 

Fricke, Geh. Hofrat Dr. B., Professer an der Technischen Hochschule zu Braunschweig, 
ku.rzgefa6te Vorlesungen iiber verschiedene Gebiete der hôheren 
Mathematik mit Beriicksichtigung der Anwendungen. Analytisch- 
funktionentheoretischer Teil. Mit 102 Figuren. [IX u. 520 S.] gr. 8. 
1900. In Leinwand geb. n. JC 14.— 

[Der II. (SchluB-) Teil tlber Algebra und Géométrie ist in Vorbereitung.] 

FtLhxmanB., Geheimer Hofrat Dr. A., weiland Professer zu Dresden. Aufgaben 
ans der analytischen Mechanik. Ûbungsbuch und Literatumachweis fur 
Studierende der Mathematik, Physik, Technik usw. In 2 Teilen. gr. 8. Geb. 

Einzeln : 

I Teil- Aufgaben aus der analytischen Statik fester KOrper. 3. verbesserte und ver- 
* mehrt© Auflage. Mit 84 Mguren. [XH u. 206 S.] 1904. Geb. n. Ji 3.60. 
H — Aufgaben ans der analytischen Bynamlk fester KOrper. 2. yerbesserte und 
vermehrte Auflage. Mit Mguren. [VI u. 222 S.] 18b2. Geb. n. Ji 4.20. 

GrimsehLl, Dr. E., Direktor der Oberrealschule auf der Uhlenhorst zu Hamburg,. 
Lehrbuch der Physik. GroBe Ausgabe. Zum Gebrauch beim Unterricht, bei 
akademischen Vorlesungen und zum Selbststudium. Mit 1091 Figuren, 2 farbigen 
Tafeln und einem Anhange, enthaltend Tabellen physikalischer Kenstanten und 
Zahlentabellen. [XH u. 10Ô2 S.] gr. 8. 1909. Geh. n. e/^ 15.— , m Leinwand 
geb. n, JC 16.— 
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•Grundlehren der Mathematik. Fiir Studierende und Lehrer. 2 Teilo in 4Bânden. 
Mit vielen Figuren. gr. 8. Geb. 
I Teil- Die Grundlehren der Arithmetik und Algobra. 

1 Band: Aritlimetik. Von O.ï'arber. [l^rschoint im Sommer 1910.] 
2. — Algebra. Von E. Netto. [In Vorboroitung,] 
II. — DieGrundlehren der G-eometrie. 

1. Band: Die Elemente dor G-eometrie. Von H. Thiemo. Mit îi23 Fîguron. [XII 

n. 394 S.] 1909, n. M. 9.— 

2. — Von W. P r z. M e y e r. [In Vorbereitun g.] 

Die „Grundlebren der Matliomatik" sind als ein dem heutigen Stando dor Wiesonschaft ent- 
sprecliendes Gegensttick zu B. Baltzers „Elomenten der Matbomatik" godacht. Sio bildou koln Handbuoh, 
in dem aUer irgendwie masenswerto Stoff aufgespeicbert wurde, sondorn aie aind in orator Lmio dom tJnter- 
licht und zwar aucb dem Selbstuntorricht gowidmot. Tioferon Eragon suclum sic durcli gologentUolie 
AusbUcke gerecht zu werden. Mclit minder soll aucli don liistonHcbo.n IntcrosBon llcchnung gotragen 
-werden durcb die Angabe der wicbtigsten Momonto in dor zoitlicben Entwlcklung der citizelnim Tlioorien. 

SpezieïL wird der zweite Teil in froier Darstollung don Orundlagen, (h-undiBtlgeu nnd Grund- 
metboden der Géométrie ge\ndmet sein. Im erston Bande (Vorfassor H. T M o m e) orhalton dio„Klemeute«, 
^inschlieBlicb der analytischen Géométrie der Ebene, gorado durch dan BorglIiUigo Kingehon auf das 
Axiomatisclie ihre cbarakteristisobe Fftrbung, ohne daû dio praktlsobon Pordorungt^n àm hebrHtoffea vor- 
nacblâBsigt wûrden. Der zweite Band (Verfasser W. ï'r. Moyor) wird untcr llcranssleliung dor Hilfamlttel 
■der modemen Algebra (und auch Punktionentheorio) dio Géométrie der „araii8lormationcn" bobandeln, 
wobei mit Eticksicht auf den zur Verfûgung stelionden Baum cine beaohrftnkto Auawakl von selbat goboteniat. 

Heimeberg. Geheimer ïïofrat Dr. L., Professor an der TecliniHclmn HocJischule zu 
Karlsrulie, Lehrbucli der grapliischen Statik. gr, H. Tn Leinwand gôb. 
[In Yorbereitung.] 

Heim, Dr. K., Professer an der Technischen Hoclischulo -au KarlBruho, die kine- 
tiscben Problème der wissensobaftlichen Technik. Mit 18 Figuren. 
A. n. d. T.: Jabresbericbt der Deutscben Mathomatikcr-Veroiingung IX, 2. 
[YI 11. 123 S.] gr. 8. 1900. Geh. n. M 4.-- 

nnd R. V. Mises, Assistent an der k. k. TeclmiBcben lIochHduilo m Bninn, 



die kinetiscben Problème der modemen Maschintuilehre. gr. 8. In 
Leinwand geb. [In Vorbereitung.] 

Hôfler, Dr. A., Professor an der Universitllt Wien, Didaktik dea mathematischen 
Unterrichts. A. n. d. T.: DidaktiscbeHandbflcber fiir den realintischen IJnterricht 
an hôberen Schulen. Herausgegeben von A. Hdfler und F. Poske. Band I. 
Mit 2 Tafeln und 147 Figuren. [XVIII u. 609 S.] gr. 8. 1910. Geb. n. .M 12. ~- 

.Killing, Geheimer Regierungsrat Dr. "W"., Professer an der llniverBitllt MihiBter i. W., 
und Dr. H. Hovestadt, Professor am Realgymnasium zxi MClnster i. W., Hand- 
bucb des mathematischen Unterrichts. 2 Blinde. L Band. Mit B2 Figuren. 
[VIII u, 466 S.] gr. 8. 1910. In Leinwand geb. n. Jl 10.—. [Ikl ÏI erscheint 
im Herbst 1910.] 

Daa "Werk will einem doppelton Zweck dienen: der Vermittlung xwlHiîhttu Wifseuickatt und 
TJnterricht sowie der AuswabJ passender methodisolier Lohrgllng©. Die Ve3rfai««*r iintl dor Auaioiit, daB 
•der Unterriobt leide, wenn seine Beziehungen zur Wisaonaohaft iich lock<irn. Diigegi^n Hcifort dine genane 
Kenntnifl der Grundlagen der elementaren MatUematik wetaentlioh© Ûisiiaht«p«nkt« fllr d<ui llntorrioht 
AuBerdem will das Buob zum ISTacbdenken tlber den Untorriobt anrttgeu. K» wllgt difi Vt>rt«il« tmd Mftngel 
▼erscliiedener Metboden gegeneinander ab, damit der Lohrer mit kîarer Erkonntnii aa»wM.hï% wan geiaer 
Persônlicbkeit und dem Standpunkt der Scbaier am beaten ©ntsprioht. 

JKirGlihoff, Dr. Gnstav, weiland Professor der Physik an cier IJniversitat Berlin, 
Yorlesungen ûber mathematische Physik. 4 Bande, Mit Figuren. gr. 8. 
Geh. n. JC 39.—, in Leinwand geb. n. c/^ 47.— 

Einzeln : 

LBand. Mechanik. 4. Auflage von Dr. W. Wien, l^rofesior au der lTnlv0«ifcifc Wttrssburg. 

[X u. 464 S.] 1897. Geh. n. M. 13.— , in Lidnwaud giûh n. Ji 15.» 
II. — Optik. Herausgegeben von Dr. KurtHensel, FïofMior an dttr IJnlvnriitlltMarburg. 
Mit dem Bildnia Kirobboffs. [VIH u. 272 S.] Ï80L iMx. n. JÙ H».- , in lifâinwand 
geb. n. <^H. 12.— 

III.Band. Théorie der ïïlektrizitat und des Magnotismua. Hwau«gi»gfâbt»n von Dr.Max 
Planck, Professor an der Univergitllt Berlin. [X, u. 228 H.) IHyî. Chili, n. M. 8.-, in 
Leinwand geb. n. M. 10.— 

IV. — Théorie der Wtlrme. Herausgegeben von Dr. Max flaruîk, ProfcsMor an der 
Universitat Berlin. [X u. 210 S.] 1«94. Geb. n. Ji 8. - , in l.tiinwitnd geb. n. «^ 10.- 
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Klein; Gelieinier liegierimgsrat Dr, F., Professor an der Universitât Gôttin^en, auto- 
grapnierte Vorlesungslieftc. 4. Gfeli. 

Hiihoro (^eo lue trio. Ansgoarbeitet von Fr. SchilUng. Unveranderter Abdruck 1907. 
Hoft 1 [VI u. 5()f; S,] (W.-S. 1892/ï):i) 1 
Hoffc 2 [IV 11. :ia8 S.] (S.-S ISDS) j ^'^isammen n. Ji 15.- 

N i c h 1 II k 1 i d i H o h ( î oometrio. 

Hoft 1 [:U).t S.l (W.-S. 18ï^9/90)l ,, , 

- 2 [238 S.] (S.-S. 1890) ' J2:u8aminen n. ^ U— 

Anwouduug dor Difforoiitial- und Integralrechnuug auf Géométrie, eine Eevision 
(lo.r l'nnzipioii. Ausgearbeitcit von C o n r a d M il 1 1 e r. (S.-S. 1901.) Neuer Abdruck 1907 FVTTT 
u. 4H4: S.] n. J/ 10. — * '• 



— U. E. Kiecke. ûber angewaiulte Mathematik und Pbysik in ihrer 

I^edeiitung fur don Unterricht an den hôheren Schulen. Nebst Er- 
liVatorung der beziiglichen Gottinger Uniyersitàtseinriclitungen. 
Vortrilgo, gehalteu in Gottingen Ostern 1900 bei Gelegenheit des Ferienkurses 
fvir Oberlehrer der Mathematik nnd Physik. Gesammelt von F. Klein und 
B. Iliocke. Mit einein Wiederabdruck verschiedener einscblagiger Aufsàtze 
von F. Klein. Mit 84 Figuren im Text. [VI u. 252 S.] gr. 8. 1900. In 
Leinwand geb. n. c/^ G. — 

KoMrausch; weil. Dr. F., in Marbnrg, vorm. Prasident der physikalisch-teclinischen 
KeichHanstalt zu Cbarlottenburg, Lehrbucb der praktischen Physik. 11., 
stark verm. Aiiii. Mit 400 Figuren. [XXXII u. 736 S.] gr. 8. 1910. In Leinwand 
geb. n. Jù ll.~ 

Kleinor Leitfaden der praktischen Physik. 2., verm. AuL (6. — 10. 

TauHend.) Mit zahlreichen Figuren. [XVIII u. 268 S.] gr. 8. 1907. Geb.n. JL i.— 

Koenigsberger, (Jcheinier Rat Dr. Leo^ Professor an der Universitât Heidelberg, 
Hennann von Holxnholtz' Untersuchungen iiber die Grundlagen der 
Mathematik und Mechanik. Mit einem Bildnis H. v. Helmholtz' nach einer 
{VlHkizzi^, von F. v. Lenbach. [V u. 58 S.) gr. 8. 1896. Geh. n. Ji 2.40. 

die Prinzipien der Mechanik. Mathematische Untersuchungen. [XII 



II. 228 S.J gr. 8. 1901. Geb. n. JL 9. 

Lambj H., F. R. B., Professor an der Viktoria- Universitât Manchester, Lehrbuch 
der Ilydrodynamik. Deutsche autorisierte Ausgabe, nach der 3. englischen 
Auflage besorgt von Joh. Friedel. Mit 79 Figuren. [XIV u. 788 S.] gr. 8. 
li)07. Geb. n. M 20.— 

Lanehester, F. W., in Birmingham, Aërodynamik. Ein Gesamtwerk ûber das 
I^'liegen. DeutHch von C. und A. Runge in Gottingen. In 2 Bânden. gr. 8. 

I. XJaiul: Mit Anh&ngftn tlbcr die Goschwindigkeit und den Impuis von Scliall- 
w(Ul(ui, tlbcu- dio Théorie des Segolfluges usw. Mit 162 Figuren und 1 Tafel. [XIV u. 
ÎJ60 S.l 1909. ïu M 12.— 

n. HpeïiloUc Problemo dor Flugtoclinik. (In Vorbereitung.) 

Lorenz, Dr. H.j Professor an der ïechnischen ïïochschule zu Danzig, Dynamik 
der Kurbelgotriobe mit besonderer Beriicksichtigung der Schiffs- 
maschinen. Mit 6(> Figuren. [V u. 156 S.] gr.8. 1901. Geh. n. oiC 5.— 

Love, A.E.H., M. A. D. Se. F. R. S., Professor an der Universitât Oxford, Lehrbuch 
der Elastizitat. Autorisierte deutsche Ausgabe unter Mitwirkung des Ver- 
fassers benorgt von A. Timpe, Privatdozent an der Technischen Hochschule 
zuAachen. Mit 75 Abbildungen. [XVI u. 664 S.] gr.8. 1907. Geb.n.J06.— 

Marcolongo, Dr. R» ProlcHBor an der Universitât Neapel, rationelle Mechanik. 
Deutsch von Dr. K. lîoehm, Professor an der Universitât Heidelberg. 2 Bande, 
gr. 8. Gel). [Unter der Presse.] 
Kl e i n - s m m r f û 1 d , KroiscJbowegung. 
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Meehanik, • Tinter Mitwirîmng von M. Abraliam, O-^^/'^-J^^ «!: ^^'/'^ 'l^ Klireufest, S. 
Finsterwalder, 0, Fischer, Pli; Forclihemier, IMi l^vl^tAva,rl^r er, M. Urùblcr, L. 




Band IV, in' 4 Teilbânden. 
Bisher erschien: 

LTeilband. [XVI u. 691 «.] 1901-190H. (Jch. ti. . //. tiO.lO, in Odfiinalkuul ^d). n. .//, lM — 

n. — 1. Heft. 1904. ii.JCéAO. 

m. — [XI 11.593 s.] 1901 ~-t.U08. Goli. n. .i^ 17.60, in nriKi»uUhund gnb. u. ./£ iJOJU) 

lY. - l.Heft. 1907. n.Jlâ.60. 2. Hoft. 1907. ïk , //, f. . iJO. 

Minkowski, Dr. H., weil. Professer an der UniverHitilt ('»ut tin^^en, K.aum und Zeit. 
Vortrag, gehalten auf der 80. NaturlbrH<'her~V<'rHamiiiluu^- /.u Coin a, K,h. am 
21 September 1908. Mit dem Bildnis Heniumn MinkownkiH Howie iniwm Vor- 
wort von A. Gutzmer. [IV u. 14 B.\ gr. 8. lUOU. (Joh. n. ./^. ,h{). 

Neumann, Dr. Fr., weiL Professer an der UnîverHiiîU. K(>iîîgHherjj:, gf^Hannnolte 
Werke. In 3 Bânden. IL Band. Bei der HorauHgîiba (lirneH lUmdvH hiiuI tiltîg 
gewesen die Herren: E. Dorn (Halle), 0. 10. Meyt^r (Brashius (î. Ntunnanii 
(Leipzig), C. Pape (frûber in KCmigsberg), L. SaalHchut//, (Kr.iiigHbergi, K. von 
der Miihll (Basel), A. Wangerin (Halle), H. \Vel»er (StniBbur^M. Mit oinem 
Bildnis Franz Neumanns ans dem 86. Lebensjaliro in Holio^ravarc^ | X VI u. r,"20 S.] 
gr. 4. 1906. Geb. n. jfi 36.-™ 

Vorlesungen iiber mathcmatiHche Pliynik, grlialteu an tl(T Ibu- 

versitât Kônigsberg. Herausgegeben von aeintMi Sclulb'ni in zwaugh^Htni Iloften. 

I. Heft: Vorlesungen ttbor dio TJiooritMltt» MagiuîtlM nniM, »»mt'nill("ij 4lhi»r din Tlimirio 
der magnetischon Induktion. HBrauHgogolniii von {}i4u'iii»rm HtitVuf Ur. Cari Nou- 
mann, Prof, au dor UmverHitilt Ltdpssig. [ VIU u. 1 liï H.\ ^t.. H. îH -t (îoh, n. Jl n.fiO. 

IL — Einleitung in dio theorotische Pliiy«îk. U»riinw««'g0b«'n von Ur. V.. Papô, 
weil. Profosaor an dor IMversitftt K5ni^Mbt«rg. Mit Figiirt'ii (X n. i'<H H.) gr. «, 
1883. Geh. n. M h.— 

III. — Vorlesungen tlbor eloktriaohfâ Htrôma. Iî«'nuw«i*g<»h««n v.iu t»r K. vuu dtir 

Mû h 11,. Professer an dor UnirerHitlU lÏMiû. Mit Fl«nr«<» jX n r»îO S.| gr, H. 1884, 
Geh. n. Jt 9.60. 

IV. — Vorleenngen tlbor theoretiiclu^ (>I»tik. H©riui«g«*||t4.rn v»*u I»r. K. Doru, 

Professor an der Universitllt Halle. Mit Finurtni und tnnmn îllh!ni« Ntntttui.un« in 
Liclitdruck. [VIII u. 310 B.] gr. H. IKHfj. (hûi. n. Jt U.m. 

Y. — Vorlesungen tiber die Théorie d<»r KliiKtis*.! Ilit il«*r ft'ulon Knrji^r und 
des Liohtathers. lloraungctgobon vftn Dr. Otikar Hmlt ,M«',v*'y. l'rufcMiur au dor 
XJniveraitJit Brealau. [XIV u JIM H-l gr. H. Ihhïi, iW\x. n m un», 

VI. — Vorlesungen ûb or dio Tli(u>ri« de» INitiiuU ftla u imÎ lir r K ti gr t fun k t ituitiii. 
Herausgegeben von (Johaimem Mofmt Dr. ('«.rî Xiuuuttiui, Vtnïmmn mx dur lJ«i- 
versitat Leipzig. Mit Figuren. [XVI u. JHIt S i «r. ?. I.ihî. «i^h n .h M 

VIL — Vorlesungen tlbor di« Théorie d^r KîtjdUa rt Utt. lîrrrtusgrKfbt'n vim (ioh. 
Begiorungsrat l)r. A. Wangc«rin, Profi'Sitor itn «ii»r rnl%«''rntlia Hiilh» îi. H, (X u. 
284 S.] gr. 8. IHO-l. (Jtîh n. .// H. 

Vni. — Vorlesungen ilber die Wlirmi). Hi'raiisgi'UrlH'iî \%n\ Dr. J. î**^riM't, l'n»ft*Mor 
in Zurich, gr. 8. Geh. [In Vorbtiniituiig.f 

Ostenfeld, Dr. A., Professor an der TeehnÎHrlH'n lîïicliHt'Iitîb' tn K<»|H'Hlia^(«»rt, tcch- 
niscne Statik. Vorlesungen ilber di(^ Tlieorif drr TrnifkiiïihtrukîiiiUi'n. iNnitsch 
von D. Skonge. Mit 336 Figure n anf X\ 'WiMw \\\\\ ti. \m S ' gr H. 11)04. 
Geb. n. M. 12.— 

Perry, J., Drebkreisel.- DeutHche AuKgabt% bi*«iirgi Mm AiHfUi4t Walxel. 
Mit 58 Abbildungen und 1 Titelbîkl IVîIÎ u Vlh Mî h îiHii. Ueh. n. 
M 2.80. 
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Pringsheims Dr. E,, Professor an der Universitat Breslau, Vorlesungen ûber die 
, • Physik der Sonne. Mit 235 ALbildungen und 7 Tafeln. [Vllî u. 435 S.] 
gr. 8. 1910. Geh. n. oiL 10.--. In Leinwaud geb. n. Ji 1%.— ' 

Eoiitîi, Edward Jolin, Se. D., LL. D., F. R.' S., usw., weiland Professor an der Uni- 
versitilt Canibndge, dicDynamik der Système starrer Kôrper. In 2 Bànden 
mit zahlreichen Heispielen. Autorisierte deutsche Ausgabe von, Adolf Scliepp, 
woiland Oberleutnant a. D. in Wiesbaden. Mit einem Vorwort von P. Klein ^ 
gr. 8. 1898. In Leinwaud geb. n. Ji. 24. — 

I. Baiid: :i)io Eloîuento. Mit 57 Mgureii. [XII ii. 472 S.] n. J2. 10.— 

II. Bio huhero Dynamik. Mit :)8 Figiiren. [XII u. 54:4 S.] u. JI.1L— 

Seliell, Dr. W., weiland Professor am Polytechnikum zu Karlsrnhe, Théorie der 
Bewegung und der Krafte. Ein Lehrbuch der theoretiscben Mecbanik mit 
besonderer Riickaicht auf das Bediirfnis technischer Hochscbalen. Mit vielen 
HolzBclinitten. 2,, umgearbeitete Auflage. 2 Bande, gr. 8. Geh. n. ci^20.— , 
in Halbfranz geb. n. JC 24.— 

Einzeln: 

L Baïui: J.tiGomotriedorStreokonsystemeundGreometriederMassen. 2. Greometrie 
dor Beweguiig iind Théorie der Bewegungszustiinde (Kinematik). pCVI 
u. im 8,1 1879. ' Gok. n. Ji 10.-, in Halbfranz geb. n. Ji 12.- 

n. • u. Tlu^orio d or Krilfto und ihrer Âquivalenz (Dynamik im weiteren Sinne, 
(^illHchl [(liAlioh Statik). 4. ''i'iieorie der durch Krâfte erzeugten Bewegung 
(.Kinetik odt^r Dynamik im ongoren S inné). [XII u. 618 S.] 1S80. G-eh.. n. 
JL 10.»-, in Ilalbfranv! geb. n. Jif. 12.- • 

Schlink, Dr. "W*., Dipl.-Ing., Professor an der Technischen Hochschule zn Braunschweig, 
S t a t i k d e r K a u m f a c h w e r k e. Mit 214 Abbildungen und 2 Tafeln . [XIV u. 
390 8.| gr. B. 1907. In Leinwand geb. n. JC. ^ .— 

Schoenfliesj Dr. A., Professor an der Universitat Kônigsberg i. Pr., Géométrie der 
Bewegung in aynthetischer Darstellnng. Mit Figuren. [YI u. 951 S.] 

gr. 8. 188(). Geh. n. Jù 4.— 

Sohwering, I*rof. Dr. K., Direktor des Gymnasiums an der Apostelkirche zu Coin a.Ith., 
Handbuch der Elementarmathematik fiir Lehrer. Mit 139 Figuren. 
[VIII u. 408 S.J gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. ^ 8.-- 

Stephan, Kegierungsbaumeister P., Oberlehrer an der Kgl. Maschinenbauschule zu 
Dortmiind, die technische Mechanik. Elementares Lehrbuch fiir mittlere 
nuiHchinentechnische Fachschulen und Hilfsbuch fur Studierende hôherer tech- 
niHchcr Lehranstalten. 2 Teile. gr. 8. 

I. Toll. Meclianik gtarror Kôrpor. Mit 255 Figuren. [Vni u. 344 S.] 1904. In Leinw. geb. n. Ji 7.— 

II. ~ FestigkôitBlehre und Mechanik der fltlSBigen und gasfôrmigen Kôrper. Mit 200 Mguren. 

LVXIl u. a32 S.J 1006. In Leinwand geb. n. Jil .— 

Study, E., Professor an der Universitilt Bonn, Géométrie der Dynamen. Die 
, Zusammensetzung von Kraften und verwandte Gegenstânde der Géométrie. Mit 
46 Figuren und 1 Tafel [XIII u. 603 S.] gr. 8. 1903. Geh. n. <^ 21.~, m 
Halbfranz. geb. n, M 23. — 

TaschenbuGh fur Mathomatiker und Physiker I. Jahrgang 1909/10. Unter 
Mitwirkung von Fr. Auerbach, 0. Knopf, H. Liebmann, E. Wolffmg u a 
herausg. von Félix Auerbach. Mit 1 Bildnis Lord Kelvins. [XLIV u. 450 b.J 
8. 1909. In Leinwand geb. n. JC ^.-' 

IL Jahrgang. 1911. Unter Mitwirkung von D. H ilbert, H. Greinacher, 

G.Heasenberg, 0. Knopf, IL Liebmann, W. Lietzmann, H. Reissner 
K. Simons, 0. T5plitz, W. Wienund R. Ziegel herausg. von F Auerbach 
und ItRothe. Mit einem Bildnis H. Minkowskis. [ca. 500 S.] 8. In Leinwand 
geb. ca. n. Jù 6.—. [Erscheint im Dezember 1910.] 
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Tannery, X, Professer an der Universittlt Paris, Subdirektor der Eoole normale mpé- 
rieure zu Paris, Elément e der Mathematik. Mit emem <]feschîclitlielien Aiihang 
von P Tannery. Autorisierte deutsche Aii.s<]fal)e von Dr. P. KlaeB, (lymnasial- 
iehrer in Echternacb (Liixembii'rg). Mit eiiiem Einfiilînin^-swort von F. Klein 
nnd 184: Figuren, [XII u. ;i64 S.] gr. 8. 1901) Geb. n. .//. 7.— , in Loinvvîind geb. 
n. JC 8.— 

Tesar, L., Professor an der k. k. Staatsrealscbule im XX. Bczirk m Wion, die 
Mecbanik. Eine Einfiihrung mit einem metapbysiscbeîi Nacbwort. Mit lu Fi. 
guren. |'XIV u. 220 S.] gr. 8. 1901). Geb. n. .fC H. 20, m Leinwand geb. 
n. JC 4.— 

Timerding, Dr. H. E., Professor an der Tecbniscben ITocbscliub^ in HnimiBcbweig, 
Géométrie der Krilfte. Mit 27 Fignren. [Xïl u. 381 8.] gr. H. loog! 
In Leinwand geb. n. JC 16.— 

Trabert, Dr W., Professor an der Universitilt Wieîi, Lebrbucb der koHiuiKchen 
Pbysik. gr. 8. Geb. [Erscheint Ende lUlO.J 

Voigt, Geheimer Regierungsrat Dr. W., Professor an der Univorsiiiit Gëttingen, 
Magnéto- und Elektrooptik. Mit 75 Figuron. |XIV u. .n9(> S.| gr. g. 
1908. In Leinwand geb. n. JC. 14.— 

Kristall-Pbysik. (Mit Ananabme der Krist.all-Optik.) gr. H. iDio. In 



Leinwand geb. [Unter der Presse.] 

Volkmann Dr. P., Professor an der Universitilt KntiigHberg i. Pr., Finfubruug in 
das Studium der tbeoretiscben Physik, insbesondero in dan der aiia- 
lytiscben Mecbanik. Mit einer Einleitung in die Tbeorie. der pliysikalischen 
Erkenntnis. [XVIn.370S.] gr.8. 1000. Geh.n.c/^ 9.~-, in Leinwand g(d>.n..,^ 10.20. 

Webster, A. d-., Pb. D., Professor of Pliysicn, Clark Univernity, Woreestf^r, tlie 
Dynamics ofParticles, and of rigid, elantie, and rinid Bodies, being 
Lectures on matbematicai Pbysics. Mit zahlreirlH'u Figuren. |XÎI u. 
588 S.] gr. 8 1904. Geb. n. JC 14.— 

Lebrbuch der Dynamik, als Einfilbrung in die theoreiiHehe Pliysik. h 

2 Teilen. Deutscbe Ansgabe von C. H. Millier. Mit mijlrei<djen Fî^niren. gr, 8. 

I. Teil: Dynamik des Punktes und dos atarreui l<.5ri>orH. [ Mr;-îcluMnt (»iit«^ru tUll.] 

II. „ Potentialtheorie und IJyiiainlk dor diifortn lorhart^u Kftrin^r. {Hraolioint 
im Herbst 1911.] 

Wûllner, Geh. Regierungsrat Dr. A., weil. Profeasor an der Kgl. TeebniHcban Hoch- 
scbule zu Aacben, Lebrbucb der Experimonialpliyrtik. In 4 Bilnden. Mit 
1104 Abbildungen und Figuron und 4 litbographierton TafelîL gr. H. 1H05 -4907. 

Bel gleichzoitigem Bcznge allier 4 BEnd© (•!rmE0lgt uUh d«*r (Ji^Maintpriiii 
dos Werkôs geh. auf n. M. îJ2.— , In lïaU>frma giiï». luif n, 3ï* 10.-- 

Einzola: 

I. Band. AUgomoine Physik uwd Akuatik, 6. Auflago îwarhdtft mm A. WlUlntjr uud 
A. Hagoabach. Mit 833 Abbildutigou utid l<%urofi. fXlV u. KfôH H.j Ui{l7. (}«h. 
n. oKl^.—^ iu Halbfranzbd. n. Ji 18.— 

IL — Die Lohro rou dor Wilrmo. 5. Aufiaga. Mit 131 AhhiUluuwn aud Fi^amt. 

[XI u. 936 S.) 1800. Geh. n. M. 12.-, iu Halbfmnssbwi.l n. Ji U. 

m. — Dio Lehro vom Magnotiamua uiid von dor î«:h^kt ri /. ieii t mit mmt Kiu- 
loitung: Gruudztigo der Lohre vom Potûntial. 5. Aufîïtf(<^, MttlUI AhblUlimgiUi 

und Mguren. [XV u. 1415 S.} 1807. Ooh, n. Jt IU.-, !» IIaïbfmH/,l»âad n. M a«.~ 

lY. ~ Die Lehro von dor Strahluug. f». Auflag©. Mit *:w Abbilduitu^î» und Figurt-n 
und 4 lithographiaolien Tafoln. [XIÏ u. 104g H] îwn», (l«h n. Jl U.-, iu Halb- 
frauzband n. Ji.\^.-~~ 



